
Îëèìïèàäà ÏðèÌàò 2019. Ñòàðøàÿ ãðóïïà

Çàäà÷à 1. Ãàâðèëà ðåøèë âçâåñèòü ó÷åáíèê ïî ìàòåìàòèêå, îäíàêî ó íåãî â ðàñïîðÿæåíèè áûëè

òîëüêî ãèðè ìàññîé 200 ã, ëåãêàÿ ëèíåéêà, íà êîíöàõ êîòîðîé äåëåíèÿ ñòåðëèñü, êàðàíäàø è íåâåñî-

ìûå íèòêè. Ãàâðèëà ïîäâåñèë ê îäíîìó êîíöó ëèíåéêè ó÷åáíèê, à ê äðóãîìó � ãèðþ, è óðàâíîâåñèë

ëèíåéêó íà êàðàíäàøå. Äàëåå îí ïðèêðåïèë âòîðóþ ãèðþ âìåñòå ñ ïåðâîé è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ åìó ïðèøëîñü ñäâèíóòü êàðàíäàø íà 3 ñì. Êîãäà ê ïåðâûì äâóì ãèðÿì áûëà ïðèêðåïëåíà

òðåòüÿ, à êàðàíäàø ïåðåäâèíóò åùå íà 2 ñì, îïÿòü âîçíèêëî ðàâíîâåñèå. Íàéäèòå ìàññó ó÷åáíèêà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � ìàññà ó÷åáíèêà, m � ìàññà ãèðè, x, y � âåëè÷èíû ïåðâîãî è âòîðîãî

ñäâèãîâ ëèíåéêè. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ðû÷àãà äëÿ âñåõ òðåõ îïèñàííûõ ñëó÷àåâ äàþò óðàâíåíèÿ:

Ml1 = ml2
M(l1 + x) = 2m(l2 − x)

M(l1 + x+ y) = 3m(l2 − x− y)

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèå ïåðâîå, óìíîæåííîå íà 2, à èç òðåòüåãî � ïåðâîå, óìíîæåííîå íà

3, ïîëó÷àåì:
Mx−Ml1 = −2mx

M(x+ y)− 2Ml1 = −3m(x+ y)

Îòêóäà ñëåäóåò

M =
3y − x

x− y
m = 600 ã

Îòâåò: 600 ã.

Çàäà÷à 2. Òî÷êè A è B íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé l, ïðè÷åì AB = L. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

â òî÷êå A âîçíèêàåò îêðóæíîñòü, ðàäèóñ â íà÷àëå ðàâåí íóëþ è ñî âðåìåíåì ðàñòåò îò íóëÿ ñî

ñêîðîñòüþ a, à öåíòð íåïîäâèæåí. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí R (R < L),
â òî÷êå B âîçíèêàåò îêðóæíîñòü, ðàäèóñ êîòîðîé ðàñòåò îò íóëÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, à öåíòð

íåïîäâèæåí. Óêàçàííûå îêðóæíîñòè èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ m, ïðè÷åì òî÷êè A è B ëåæàò ïî

îäíó ñòîðîíó îò íåå. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l è m.

Ðåøåíèå. Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ADC è BEC (ñì. ðèñ.), îáðàçîâàííûõ

îòðåçêàìè êàñàòåëüíîé, ïðÿìîé l è ðàäèóñàìè AD è BE, ïðîâåäåííûìè â òî÷êè êàñàíèÿ â ìîìåíò

âðåìåíè T ïîëó÷èì
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ãäå ÷åðåç x îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå BC.
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Èç óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì x = (aT −L)L/R. Îòñþäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè C ïåðåñå-

÷åíèÿ ïðÿìûõ åñòü aL/R
Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ êàðòèíà ìîäåëèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà,

äâèæóùåãîñÿ â ñðåäå ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ.

Îòâåò: aL/R.

Çàäà÷à 3. Â ôîíòàíå óñòàíîâëåí íàñîñ, êîòîðûé çàñàñûâàåò âîäó â êîðîòêóþ âåðòèêàëüíóþ

òðóáó è âûáðàñûâàåò èç íåå ââåðõ âåðòèêàëüíóþ ñòðóþ. Âî ñêîëüêî ðàç íóæíî óâåëè÷èòü ìîùíîñòü

íàñîñà, ÷òîáû óâåëè÷èòü âûñîòó ñòðóè â 4 ðàçà? Îòâåò îáîñíóéòå (ïîòåðè íà òðåíèå îòñóòñòâóþò,

êïä íàñîñà îò ìîùíîñòè íå çàâèñèò).
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Ðåøåíèå. Òàê êàê ïîòåðè íà òðåíèå íåñóùåñòâåííû, âûñîòà ïîäúåìà ñòðóè h ïðîïîðöèîíàëüíà

v2, ãäå v � ñêîðîñòü âûëåòà æèäêîñòè èç òðóáû: h ∼ v2.
Îäíîâðåìåííî ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè â òàêîå æå ÷èñëî ðàç óâåëè÷èòñÿ ðàñõîä æèäêîñòè (êî-

ëè÷åñòâî æèäêîñòè, âûáðàñûâàåìîé â åäèíèöó âðåìåíè): Q ∼ v
Ìîùíîñòü íàñîñà P ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâîäñòâó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, òî åñòü ïðîèçâåäåíèþ

ðàñõîäà íà êâàäðàò ñêîðîñòè. Òàêèì îáðàçîì,

P ∼ Qv2 ∼ v3 ∼ h3/2,

çíà÷èò ìîùíîñòü íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü â 8 ðàç.

Îòâåò: â 8 ðàç.
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