
Взгляд на теорию узлов 



Основные понятия 

● Зацепления и узлы 

● Компоненты зацепления 

● Проекции и диаграммы 



Изотопии зацеплений 

● Шевеление компонент называ- 

ется изотопией зацепления. 
● Два зацепления считаются  

равными (эквивалентными),  

если они изотопны. 



Атлас узлов 
Отправные задачи 
первопроходцев 

 

1. Составить список всех 
узлов; 
(представления узлов) 

2. Научиться определять, 
какому узлу в построенном 
списке соответствует любой 
наугад выбранный узел; 
(задача распознавания) 

3. Убедиться в том, что в 
списке нет повторов. 
(поиск различий) 



Как различать узлы? 

knotinfo.math.indiana.edu 



Атлас узлов 

http://katlas.org/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table 

http://katlas.org/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table


Атлас узлов 

http://katlas.org/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table 

Что это за символы? 

http://katlas.org/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table


Атлас узлов 

http://katlas.org/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table 

Все ли узлы представлены в таблице? 

Что это за символы? 

http://katlas.org/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table


joshuahhh.com/projects/kit/ inclem.net/knotidentifier/draw 

knotplot.com github.com/mwalczyk/grid-diagrams 



Решите задачу 

Докажите, что на любой тени 
диаграммы узла можно расставить 

типы перекрёстков так, чтобы 
получился тривиальный узел 



Представления узлов 



Представления: 

 
● в аттракторе Лоренца; 

● прихватками; 
● на страницах  

открытой книги; 
● замкнутыми косами; 

 



Косообразные  
представления узлов 

Теорема Александера: Любой узел 
представляется в виде замкнутой косы 



http://www.youtube.com/watch?v=sitZ0kO3uvg
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Решите задачу 

Замыкание Александера   Плетеночное замыкание      Короткое замыкание 

Докажите, что любое зацепление 
можно представить в виде короткого 

замыкания некоторой косы. 



Представления кос 

                                                 Короткое замыкание 

● Причесанная нормальная форма 



Представления кос 

                                                 Короткое замыкание 

● Квазиторическое представление 



Арифметика узлов 



Арифметика узлов 
1. Результат не зависит от выбора  

областей, по которым проходит слияние; 
2. Результат не зависит от порядка: K#L = L#K; 

 

 

 

 

 

 

3. Если K и L - нетривиальные узлы, то и узел K#L нетривиален; 
4. Любой узел представляется в виде связной  

суммы конечного числа простых узлов; 
5. Такое представление единственно. 
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Арифметика узлов 

Теорема. Любая биекция из множества простых узлов в множество простых 

чисел продолжается до изоморфизма из моноида простых узлов в моноид 
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● А чему в теории чисел соответствуют зацепления? 

● Коэффициент зацепления компонент двухкомпонентного 

зацепления соответствует символу Лежандра; 

● Трехмерные многообразия соответствуют числовым полям. 
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Решите задачу 

Нетривиальное зацепление 
называется брунновым, если при 

удалении любой его компоненты 
получается тривиальное зацепление.  
 
Докажите, что любое брунново 
зацепление является простым. 

Зацепление Борромео 

Составное зацепление 



Решите задачу 

Нетривиальное зацепление 
называется брунновым, если при 

удалении любой его компоненты 
получается тривиальное зацепление.  
 
Докажите, что любое брунново 
зацепление является простым. 

 
“Простые числа (13, 61, 937) 
зацеплены по модулю 2 (их Rédei symbol 

равен −1), но попарно не зацеплены (их 

Legendre symbols равны 1)” 

Зацепление Борромео 

Составное зацепление 



Теорема: связная сумма нетривиальных узлов нетривиальна. 

Диаграмма зацепления называется минимальной, если она имеет наименьшее 

количество перекрёстков среди всех диаграмм данного зацепления. 
 
Гипотеза: связная сумма минимальных диаграмм минимальна.  

 
Теорема (Marc Lackenby, 2009): CR(L#F) >= (CR(L) + CR(F))/152. 



Ленточная хирургия 



Теория узлов и ДНК 



Хирургии над узлами и зацеплениями 

Ленточная хирургия 

(band surgery) 

3-движение 

(3-move) 



Хирургии над узлами и зацеплениями 

Ленточная хирургия 

(band surgery) 

3-движение 

(3-move) 

Решите задачу 

Докажите, что любой узел можно получить 

из любого другого с помощью 

последовательности ленточных хирургий 



Хирургии над узлами и зацеплениями 

Ленточная хирургия 

(band surgery) 

3-движение 

(3-move) 

Теорема (2020). Из любого зацепления можно получить 
простое с помощью одной ленточной хирургии. 



Домашнее задание: посмотрите видео 

То же текстом (кратко): matematita.science.unitn.it/braids/summary.html 



Размещение узлов на незаузленных поверхностях 



Торические узлы являются простыми 



Торические узлы являются простыми 



Торические узлы являются простыми 



Торические узлы являются простыми 



Торические узлы являются простыми 



Торические узлы являются простыми 



Торические узлы являются простыми 



Преобразования  
Райдемайстера 

Теорема Райдемайстера:  

Две диаграммы представляют одно и 

то же зацепление тогда и только тогда, 

когда одно можно получить из другого 

конечной последовательностью 

преобразований R0, R1, R2, R3. 


