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Цель проекта

В данной работе делаются попытки найти явным 
образом все решения нестрогого дифференциального 
неравенства второго порядка с постоянными 
коэффициентами.
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Определения





Решение дифференциального уравнения 
первого порядка

y’ + p(x)y= q(x) , где р(х) и q(x)  - известные функции, у - неизвестная дифференцируемая функция от х

Пусть у= u(x)v(x)

u’v + uv’+p*uv= (u’+ p*u)v + uv’=q

Мы хотим, чтобы u’+ p*u =0. Заметим, что одну из функций  u, v  мы можем выбрать любую. Вторая 

определится через первую для получения изначальной функции у. Подберем u, подходящее нашим 

условиям.

u’=-pu  ;             =- pu ;        =-pdx                          Возьмем интеграл обоих частей

u(x)  =                                     ;  v’=                                                        ; v= 

Итого   y(x) =



Решение линейного однородного 
дифференциального уравнения 2 порядка с 
постоянными коэффициентами

 Случай с различными действительными корнями характеристического 
уравнения

Случай, когда   характеристическое уравнение имеет один корень

Случай с комплексными корнями  характеристического уравнения



Метод Ильина 

Иными словами, сначала ищется общее  решение уравнения  x = F(t,C)  и делается 
замена переменных в неравенстве. (t,x) → (t,C) , то есть представляем константу с как 
функцию.Далее неравенство сводится к   

\

Также стоит заметить, что теория продолжимости решений дифференциальных 
уравнений не переносится на решения дифференциальных неравенств. Так как  во 
многих функциях нарушается гладкость в окрестностях некоторых точек, 
следовательно, функции в данных точках как решение дифференциальных уравнений 
неприменимы. Однако в неравенствах они допускаются 



Проблемы

1  Продолжимость (то есть 

промежутком определения) 

решений

2 Возможность того, что общее 

решение уравнения может 

состоять из нескольких функций, 

заданных на разных промежутках 

из области определения 

уравнения

3 Наличие у уравнения точек 

ветвления.В этом случае 

метод теорем сравнения не 

применим.



Другие подходы к решению неравенств

Существуют еще также другие методы решения дифференциальных неравенств

● Теоремы сравнения или, иначе, метод Чаплыгина. Суть этого метода заключается в 
том, что решения неравенства не ищутся явно, а лишь оцениваются с помощью 
решений уравнений сравнения. В данном случае обычно исследуют положительные 
функции и происходит довольно грубая оценка

● Оценка для решения неравенства доказывается прямым интегрированием 
неравенства с помощью интегрирующего множителя. В таком подходе может 
возникнуть необходимость рассматривать много случаев.

● Добавление к неравенству функции такой, которая превратит его в равенство. Далее , 
решая полученное  уравнение, найти условия на добавленную функцию



Заметим, что, к сожалению Ю.А.Ильин, предоставляя способ решения дифференциальных 

неравенств, разобрал случай только неравенства первого порядка. В то время как 

неравенства более высоких порядков также представляют интерес. Возможно, это 

объясняется тем, что неравенства высших порядков применяются не так часто, как первого, 

а прикладные задачи реже решаются с их помощью.

Метод  Ильина позволяет рассматривать различные неравенства единообразно и получать 

разные оценки по единому алгоритму.  В данной работе на основе этого метода делается 

попытка найти явные решения уравнений второго порядка и систем уравнений первого 

порядка с двумя неизвестными функциями, что не было сделано ранее в никаких 

источниках. 



Решение дифференциального неравенства 
второго порядка 











Вывод (1)
 Таким образом, по методу Ильина мы разобрали алгоритм решения дифференциальных уравнений 
второй степени. В планируемом продолжении работы с его помощью можно разобрать решение 
некоторых широко известных уравнений. Рассмотрим преимущества данного метода.

Плюсы использования метода Ильина перед добавлением неизвестной функции для 

получения равенства:

1. При добавлении неизвестных функций возникают  сложности со взятием интеграла, в 

решении Ильина этого не происходит.

2. При добавлении неизвестных функций происходит нагромождение выражения, что 

усложняет работу и поиск условий на используемые функции 

3. При некоторых “плохих” функциях правой части, которые не попадают под стандартный 

вид,               частное решение ищется очень сложно. И способ его найти - метод 

неопределенных коэффициентов, то есть нужно решать через метод Ильина. Таким 
образом, данный способ делает решение более понятным и сокращает объем 
работы.



4.    Способом Ильина  мы можем решать дифференциального неравенства высокого порядка. 

При взятии фундаментального решения, домноженного на константу, которую считаем функцией, 

мы понижаем порядок неравенства. Таким образом, мы можем решить любое однородное 

неравенство любой степени при условии, что мы знаем его корни. Однако существует проблема, 

заключающаяся в том, что все фундаментальные корни окажутся комплексными. В таком случае 

при уменьшении степени неравенства у нас возникнет мнимая часть в неравенстве, с которой мы  

еще не научились работать. Это является интересным предметом изучения в дальнейшем



Решение систем дифференциальных неравенств 
первого порядка путем добавления неизвестных 
функций





 Также из-за большого количества функций сложно сказать о необходимых условиях добавленных 

нами функций. Однако точно можно сказать, что они должны быть дифференцируемы



Решение систем дифференциальных неравенств 
первого порядка путем





Но заметим, что, решая таким способом, мы не можем гарантировать, что нашли все 

решения системы неравенств. Так как, когда мы берем второе фундаментальное 

решение, мы получим решение, отличное от полученных решений от первого 

фундаментального решения уравнения. 



Приведем пример такой ситуации. 



Вывод (2)

 В данном случае мы сравнили еще раз возможные методы решения неравенств и 
убедились, что добавление неизвестных функций может вызвать большие сложности в 
решении, невозможность взятия интегралов и, как следствие из этого, нагромождение 
вычислений

Метод Ильина помогает же сократить вычисления и использовать старые знания для 
получения решения  новых неравенств (система неравенств первого порядка свелась к 
неравенству второго порядка). Значит, можно предположить, что также работает идея 
решения систем уравнений более высокого порядка. Мы сводим их к неравенству от 
одной переменной, которое на порядок выше исходного,  и уже дальше решаем 
последнее, как было предложено в выводе(1). 

Однако проблема, заключающаяся в этом способе, заключается в том, что необходимо 
рассматривать все фундаментальные решения, так как они могут давать разные 
решения неравенства. И данный метод не позволяет нам утверждать, что мы нашли все 
варианты решения.



Спасибо за внимание!


