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Бильярд в шестиугольнике
● Объект исследования - бильярдные траектории в правильном 

шестиугольнике.
● Предмет исследования - условия периодичности траекторий.
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Цели и задачи работы
Цель:
       Изучение механизмов построения всех n-звенных периодических  бильярдных 
траекторий в правильном шестиугольнике, их комбинаторных свойств и описание 
алгоритма их подсчета.

Задачи:
1. Изучение существующих методов решения подобных задач в теории 

математического бильярда.
2. Введение собственного математического аппарата для облегчения решения 

задачи.
3. Разработка алгоритма построения и подсчета периодических n-звенных 

бильярдных траекторий в правильном шестиугольнике.
4. Поиск закономерностей и выведение формул количества периодических n-звенных 

траекторий.
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Структура и методы исследования
1. Анализ тематической литературы и существующих методов решения 

подобных задач;
2. Разработка собственного способа кодирования;
3. Определение необходимых свойств кода для развертки периодической 

n-звенной траектории;
4. Разработка алгоритма перебора разверток периодических n-звенных 

траекторий;
5. Вычисление временной сложности работы алгоритма;
6. Реализация разработанного алгоритма;
7. Анализ результатов;
8. Вывод аналитической формулы количества периодических n-звенных 

траекторий;
9. Исследование возможности обобщения предложенных методов. 4



Применение бильярдов
● Задача о переливаниях
● Задача Фаньяно
● Метод Лиля
● Кодирование инфомации
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Некоторые существующие проблемы:
1. Критерий существования периодических 

бильярдных траекторий в тупоугольном 
треугольнике.

2. Алгоритмизация поиска периодических 
траекторий в правильном 
шестиугольнике.

Пример решения задачи 
на переливания

Пример графического решения уравнения



Гексагональная решетка
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Кодирование траекторий. Операция *
Лемма 1.

В выражении a∗b = c для определенных a и b 
значение c всегда однозначно. 

Лемма 2.

Сумма a, b и c в выражении a∗b = c кратна 3.

a*b ≡ (6 - a - b) mod 3  - тип стороны, которая 
оказалась на месте стороны типа a при 
отражении шестиугольника через сторону типа b
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Кодирование траекторий. Алгебраический код 

Алгебраический код - последовательность чисел a[0]..a[n], где a[0] есть тип 
начальной стороны, а a[i], при i ∈ [1..n], - тип стороны, отражением через 
которую получился шестиугольник H[i].

Лемма 3. 

Последовательность является алгебраически хорошей, когда выполняются 
следующие условия:

1. длина последовательности нечётна;

2. операция * на последовательности (a[0] * a[1] * a[2] * .. * a[n]) = a[0];

3. a[0] = a[n];
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Кодирование траекторий. Алгебраический код
Теорема 3.
 Количество алгебраически хороших кодов для n-звенной периодической 
траектории без учета последовательности, состоящей только из нулей: 

n - количество звеньев траектории;
f(n) – количество алгебраически хороших кодов для разверток n-звенных 
траекторий без учета последовательности из всех нулей;
D - множество делителей числа n, не включая 1 и n.
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Кодирование траекторий. Алгебраический код. 
Примеры

10



Кодирование траекторий. Критерий выбора
Лемма 5.

Коридор существует, если существуют 
более одной параллельной прямой, 
проходящей через соответствующие точки 
начальной и конечной сторон, а также 
пересекающие все стороны отражения.

11



Кодирование траекторий. Геометрические 
интерпретации алгебраических кодов

Хороший алгебраический код:

0 2 0 1 0

Существующие корректные 
геометрические интерпретации:
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Кодирование траекторий. Геометрические 
интерпретации алгебраических кодов
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Теорема 2.

Алгебраически хороший код имеет не более одной корректной 
геометрической интерпретации для зафиксированного первого отражения.



Кодирование траекторий. Описание алгоритма
Алгоритм состоит из 3 фаз:

1. Генерация алгебраически хороших последовательностей;

2. Построение последовательности отражений для найденных 
алгебраически хороших кодов;

3. Проверка геометрической интерпретации на корректность. 
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Кодирование траекторий. Реализация
Модули: Алгебраический; Геометрический.

Классы геометрического модуля: Точка; Отрезок; Шестиугольник; Прямая.
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Полученные численные результаты

число звеньев кол-во всевозможных 
вариантов разверток

кол-во алгебраически 
хороших кодов

кол-во траекторий

2 25 1 1

4 625 8 8

6 15625 78 28

8 390625 720 24

10 9765625 6534 44

12 244140625 58960 20

14 6103515625 531198 68

16 152587890625 4782240 116
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Обобщение
Лемма 6. 

Последовательность является алгебраически хорошей для правильного 2*k-
угольника, когда выполняются следующие условия:

1. длина последовательности нечётна;

2. операция * на последовательности (a[0] * a[1] * a[2] * .. * a[n]) = a[0];

3. a[0] = a[n];

Теорема 4.

Алгебраически хороший код имеет не более одной корректной геометрической 
интерпретации для зафиксированного первого отражения. 17



Выводы и результаты
5N vs 3N

N = 16     5N ~ 1.5 * 1011(~ 1500 сек  ~ 30 минут)  3N = 42 046 721 (~1 сек)
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Итоги работы

1. Обнаружены проблемы использования гексагональной решетки для полного описания 
поведения траекторий.

2. Введено кодирование траекторий, позволяющее описать комбинаторные типы траекторий и 
улучшить асимптотическую сложность работы наивного алгоритма перебора с О(5n * n) до 
O(3n * n).

3. Сформулированы необходимые свойства кода траектории для получения развертки реальной 
периодической траектории.

4. Разработана и реализована (на языке С++) программа для подсчета количества различных 
хороших алгебраических кодов и их корректных геометрических интерпретаций.

5. Сформулировано и доказано 6 лемм и 4 теоремы.
6. Доказана универсальность разработанного для правильных шестиугольников 

алгебраического кода и его свойств по отношению ко всем правильным многоугольникам с 
четным количеством сторон.

7. Выведена аналитическая формула для количества алгебраически хороших кодов.
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Задачи для последующего исследования
1. Внедрение оптимизации следующей из теоремы 2 в программу;
2. Введение понятия комбинаторно эквивалентных кодов и разверток;
3. Подсчет комбинаторно неэквивалентных периодических траекторий;
4. Вывод аналитических формул для количества n-звенных периодических 

траекторий;
5. Реализация графического модуля;
6. Исследование возможности обобщения алгебраического кода для 

неправильных многоугольников и многоугольников с нечетным 
количеством сторон.
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