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1. На доске написан квадратный трёхчлен ax2 + bx + c, a 6= 0. Каждую минуту

трёхчлен f(x), записанный к этому моменту на доске, стирают, а вместо него
записывают трёхчлен

f(x+ 1) + f(x� 1)

2
.

Докажите, что через некоторое время на доске появится квадратный трёх-
член, не имеющий корней.

Решение. Заметим, что

f(x+ 1) + f(x� 1)

2
= ax2 + bx+ c+ a,

поэтому спустя n минут на доске будет записан трёхчлен ax2 + bx+ (c+ an).
Его дискриминант равен

D = b2 � 4a(c+ an) = b2 � 4ac� 4an2.

Поскольку число 4an2 положительно, то при достаточно больших n дискрими-
нант будет отрицателен, то есть квадратный трёхчлен не будет иметь корней.

Замечание. Можно непосредственно указать n, удовлетворяющее условию
задачи:

b2 � 4ac� 4an2 < 0 =) n >

√∣∣∣∣b2 � 4ac

4a

∣∣∣∣ .
2. Существует ли число, квадрат которого начинается ровно с 2019 девяток?

Ответ. Существует.

Решение. Докажем, что число 102020 � 5 подходит. Действительно,(
102020 � 5

)2
= 104040 � 2 � 5 � 102020 + 25 = 104040 � 102021 + 25 =

= 102021 �
(
102019 � 1

)
+ 25 = 102021 � 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸

2019

+25 = 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2019

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2019

25 .

Замечание. Можно показать, что подходит любое число, у которого первые
2019 цифр — девятки, а 2020-я цифра не меньше 5.

3. На столе лежит 100 куч камней. Два игрока делают ходы по очереди. За один
ход разрешается взять со стола произвольное ненулевое число камней так,
чтобы ход затрагивал не более чем 99 куч. Проигрывает тот, кто не может
сделать ход. Для любого начального положения камней укажите, кто выиг-
рывает — начинающий или его противник.


