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Как в спорте не сразу ставят рекорды, так и подготовка к настоящему 

научному творчеству требует тренировки. 

А.Н. Колмогоров 
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ПАРАДОКС РАЗРЕЗАНИЯ ПОЛОСЫ МЁБИУСА 

Арутюнова Екатерина 

10 класс, муниципальное общеобразовательное учреждение  
лицей №14 им. Громова, г. Жуковский 

Научный руководитель: к.ф.-м.н, генеральный директор  

ООО «Двойная спираль» Ю.А. Арутюнов 

 

Постановка задачи. Известны результаты экспериментов по разрезанию 

ленты Мёбиуса. Если разрезать ленту Мёбиуса вдоль по линии, 

равноудаленной от краёв, вместо двух лент Мёбиуса получится одна длинная 

двухсторонняя (закрученная на полный оборот) лента, которую называют 

«афганской лентой».  

Если теперь эту ленту разрезать вдоль посередине, получаются две 

афганские ленты, намотанные друг на друга. Если разрезать ленту Мёбиуса, 

отступая от края приблизительно на треть её ширины, то получаются две 

ленты, одна более короткая лента Мёбиуса, другая — длинная лента с двумя 

полуоборотами.  

Поэтому возникает вопрос о природе данного тополого-геометрического 

парадокса в рамках экспериментов с разрезанием.  

Метод исследования. В данной работе используется аналитический метод 

исследования этого парадокса на основе полученных формул для площади S и 

периметра L полосы Мёбиуса, зависящих от её скрученности.  

Периметр полосы Мёбиуса L=4πR(1+Λ
2
/8R

2
), а площадь полосы 

S=4πRΛ(1+Λ
2
/24R

2
), где Λ — полуширина полосы Мёбиуса; R — радиус 

окружности, образующей лист Мёбиуса. Данные формулы получены и 

справедливы для случая, когда Λ<<R.  

Записывая условия сохранения площади и периметра разрезаемой полосы, 

получаем систему уравнений третей степени с числом неизвестных, 

количественно равным числу полос, получаемых при разрезании.  

Экспериментальное оборудование. Проведение вышеупомянутых 

экспериментов с тем, чтобы убедиться в наличии парадокса, может каждый, 

взяв лист бумаги, свернув его в лист Мёбиуса и разрезав его ножницами в 

указанных диапазонах от краёв; при этом будут получены описанные 

результаты. 

Формулировка результатов. Предложена методика количественного 

описания результатов экспериментального разрезания полосы Мёбиуса и, тем 

самым, разрешения парадокса. 
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Список использованных источников: 

1. Фукс Д. Лента Мёбиуса. Вариации на старую тему // «Квант», № 1, 1979. 

2. Марушина Т.Д. Разрезание лент // Исследования в области естественных 

наук. 2014. № 7. 

3. Сангалова М.Е. Использование эксперимента при изучении 

топологических свойств поверхностей // Сборник научных трудов по 

материалам Международной науч.-практ. конф. «Современные 

направления теоретических и прикладных исследований, 2011». Том 23. – 

Одесса: Черноморье, 2011. С. 73–77. 

4. Кордемский Б.А. Топологические опыты своими руками Квант, 1974. 
 

АНАЛОГИ ТОЖДЕСТВ РАМАНУДЖАНА 

Арутюнян Карен 

10 класс, МБОУ «Физико-математический лицей», Сергиев Посад 

Научный руководитель: д.ф.-м.н. В.Н. Забавин 

 

В книге [1] поставлена такая задача: доказать тождество     
  

 

 
 

    
  

 

 
     

  

 

 
  

 

 
      

 
 

 
. Доказательство состоит в том, что по 

уравнению третьей степени с корнями          строится уравнение третьей 

степени с корнями   
   

   
   

   
   

 , к которому применяется теорема Виета. 

Аналогичные тождества, как с тригонометрическими функциями, так и без 

них, доказывается в журнале «Квант» [2]. 

В сборнике [3] приведены три аналогичных тождества и предложено их 

доказать. 

Цель работы — доказать одно из предложенных тождеств: 
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Для доказательства мы, следуя [1], нашли уравнение с корнями  
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 Уравнение с корнями   
      

      
    будет таким: 
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Отсюда, по теореме Виета: 

  
   

   
   

   
   

   ,       
          

          
     . 

http://kvant.mccme.ru/1979/01/lenta_myobiusa.htm
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В процессе вычислений при доказательстве тождества Рамануджана было 

установлено, что величины    
   

  

 

   
  

 

     
   

  

 

   
  

 

     
   

  

 

   
  

 

 — корни 

уравнения              ; тогда   
   

   
   

   
   

 — корни уравнения 

             . Отсюда получаются два новых тождества:  

  
   

   
   

   
   

      ,       
          

          
       

Вывод: доказано одно из предложенных в [3] тождеств и получено два 

новых тождества — аналоги тождеств Рамануджана. 

Список использованных источников: 

1. Кречмар В.А. Задачник по алгебре. М.: Наука,1968. 

2. Шевелев В.С. Три формулы Рамануджана//Квант,1988. №6. С.52-55. 

3. Маркелов С.В. О тождествах Рамануджана // Математическое 

просвещение. Третья серия. Вып. 9, 2005. С. 218-219. 
 

ВНЕВПИСАННАЯ ОКРУЖНОСТЬ 

Давыдова Ольга 

8 класс, Муниципальное автономное общеобразовательное учреждение  
«Средняя общеобразовательная школа №7», г. Балаково 

Научный руководитель: учитель математики  

МАОУ СОШ №7 Н.В. Макиенко  

 

Актуальность: задачи на окружности можно встретить на экзамене в 11 

классе при сдаче ЕГЭ, как профильное задание. Такие задания очень сложны и 

к ним нужна особая подготовка. В таком номере зачастую можно встретить и 

вневписанную окружность. Несмотря на важность таких заданий, в разных 

источниках (будь то интернет или книга) вы вряд ли найдете всю теорию в 

одном месте, ведь она очень обширная, и что есть в одном месте, может не 

быть в другом. 

Проблема: сложность нахождения всей теории не позволяет вникнуть, как 

следует, и изучить всё досконально за небольшой промежуток времени. 

Объект: геометрия. 

Предмет: задачи по теме: «Вневписанная окружность». 

Цель: формирование теоретического материала и выпуск сборника «Такие 

разные задачи. Вневписанные окружности». 

Задачи: 1) собрать теоретический материал по теме: «Вневписанная 

окружность»; 2) подобрать задачи к теории, как наглядный пример; 3) найти 

задачи для закрепления материала; 4) выпустить сборник по теме «Такие 
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разные задачи. Вневписанные окружности»; 5) представить свой проект 

учащимся 8—11 классов. 

Продукт: сборник по теме «Такие разные задачи. Вневписанные 

окружности». 

Результаты исследования: 1) теоретический материал по теме: 

«Вневписанная окружность» собран; 2) подобраны задачи к некоторым 

теоремам, как наглядный пример; 3) найдены задачи для закрепления 

материала; 4) выпущен сборник по теме «Такие разные задачи. Вневписанные 

окружности»; 5) проект представлен учащимся 8—11 классов. 

Список использованных источников: 

1. https://www.youtube.com/watch?v=XXmQ6BWaPhE  

2. http://fizmat.by/math/treugolnik/okrugnost_treug 

3. https://uztest.ru/abstracts/?idabstract=35 

 

РАЗБИЕНИЕ НАТУРАЛЬНОГО ЧИСЛА НА ДВА, 

НА ТРИ И НА ЧЕТЫРЕ СЛАГАЕМЫХ 

Калмыкова Александра 

10 класс, МБОУ «Физико-математический лицей», г. Сергиев Посад 

Научный руководитель: д.ф.-м.н. В.Н. Забавин 

 

Разбиением натурального числа называется представление его в виде суммы 

натуральных слагаемых.  

Можно рассматривать задачи о количестве способов разбиения на чётное 

или нечётное количество слагаемых; на нечётные слагаемые; на различные 

слагаемые; на слагаемые из заданного множества и другие. В каждой из этих 

задач порядок слагаемых может быть существенным или нет. 

Некоторые из этих задач обсуждаются в книгах и журналах [1—3]. 

Цель работы — найти количество способов разбиения на два, на три и на 

четыре слагаемых; порядок слагаемых считается несущественным. 

В работе показано, что количество способов разбиения числа n на m 

слагаемых       равно количеству решений в целых натуральных числах 

системы 

 
              
              

  

Из анализа этой системы получена рекуррентная формула:            

             . С её помощью получены       для          Например, 

                                               

                                    

https://www.youtube.com/watch?v=XXmQ6BWaPhE
http://fizmat.by/math/treugolnik/okrugnost_treug
https://uztest.ru/abstracts/?idabstract=35
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                                     . 

Выражения для       зависят от остатка при делении n на 12.  

Вывод: найдена рекуррентная формула, выражающая количество разбиений 

числа через количества разбиений меньших чисел и на меньшее количество 

слагаемых. С её помощью получены                    . 

Список использованных источников: 

1. Виленкин Н.Я., Виленкин А.Н., Виленкин П.А. Комбинаторика. М.: 

МЦНМО, 2010. 

2. Вайнштейн Ф.В. Разбиение чисел // Квант. 1988. №11-12. С. 19-25. 

3. Табачников С.Л., Фукс Д.Б. Математический дивертисмент. М.: МНЦМО, 

2011. 

 

ТЕОРИЯ КОС И ПЕРИОДИЧЕСКИЕ 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТРЁХ ТЕЛ 

Кильдеева Аделина 

8 класс, МАОУ средняя общеобразовательная школа № 17 с углубленным 
изучением отдельных предметов Щелковского муниципального района 

Московской области, г. Щелково. 

Научный руководитель: к.ф.-м.н., учитель математики  

МАОУ СОШ № 17 г. Щелково Н.В. Батхина 

 

Целью работы является решение вопроса о возможности применения 

теории кос к классификации полученных в последние годы периодических 

орбит плоской задачи трёх тел. 

Рассматривался вариант плоской задачи трёх тел, когда все три тела имеют 

равные массы. Для этого случая задачи трёх тел вычислено более тысячи 

периодических решений, и в литературе имеются начальные данные для них. 

Среди этих решений особо выделяются хореографии, когда все три тела 

совершают периодическое движение по одной и той же орбите. Для 

исследования было выбрано несколько хореографических движений и 

несколько других периодических решений.  

Используя программу, написанную на языке Python, которая моделирует 

движение трёх тел равной массы, притягивающихся по закону всемирного 

тяготения, автор вычисляет движение трёх тел в виде набора координат тел в 

определенные моменты времени. Полученные численные данные 

визуализируются средствами библиотеки matplotlib. По этим данным строится 

пространственная коса, состоящая из трёх нитей. Для каждой косы 

записывается её формула, формула упрощается. Эта информация используется 

для изучения периодических орбит и для их сравнения.  
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Основные результаты: 1) построены косы для 30 периодических решений 

задачи трех тел; 2) все косы, построенные для периодических орбит, 

«производных» от «восьмерки» имеют в своей формуле фрагмент, 

являющийся формулой косы, построенной для «восьмерки», либо его степень; 

3) косы, построенные для новых хореографий, не содержат в себе формулы 

косы «восьмерки», и обязательно содержат фрагмент, не являющийся 

степенью произведения элементарных кос. 

Вывод: можно высказать предположение о возможности применения теории 

кос к решению вопроса о классификации уже найденных периодических 

решений задачи трех тел. 

Список использованных источников: 

1. Федоров Д.Ю. Основы программирования на примере языка Python. Сп-б., 

2017. 

2. Milovan Šuvakov, Mitsuru Shibayama. Three topologically nontrivial 

choreographic motions of three bodies // Celestial Mechanics & Dynamical 

Astronomy, 2016, V. 124, pp. 155-162. 

3. Дубошин Г.Н. Небесная механика. Основные задачи и методы. М., изд-во 

«Наука», 1975. 

 

ОБРАТНАЯ ФОРМУЛА ВЫЧИСЛЕНИЯ 

КОРНЕЙ КВАДРАТНОГО УРАВНЕНИЯ 

Конышев Даниил 

 9 класс, МАОУ «Школа № 9» г. Ирбит, Свердловская область 

Научный руководитель: студент 3 курса ФАКИ МФТИ 

 Г.Ю. Кузьмин, г. Долгопрудный 

 

Стандартно, задача нахождения корней квадратного уравнения решается 

методом выделения полного квадрата с получением единственной типовой 

формулы:  

      
2

1,2

4
;  0

2

B B AC
х A

A

  
  .    (1)  

Эта формула не является полным решением квадратного уравнения для всех 

значений числовых коэффициентов, так как при 0A   возникает деление на 0. 

Возможно, должна быть ещё одна формула.  

Цель работы: уточнить имеющийся способ решения квадратного 

уравнения и ответить на вопрос о единственности типовой формулы (1).  

В работе найдено 2 способа полного решения квадратного уравнения: 
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 с предварительным вынесением общего множителя за скобки через 

условие равенства; 

 с предварительным умножением линейных уравнений (метод 

неопределенных коэффициентов).  

Оба способа показывают наличие не одной, а двух формул для корней 

квадратного уравнения. Вторая формула для удобства обозначения названа 

«обратной».  

Типовая: 
2

1,2

4

2

В В АС
х

А

  
 , 0А  . 

Обратная: 
1,2 2

2

4

С
х

В В АС

  

, ( ; ) 0В С  . 

Анализ формул показывает, что при нулевых значениях коэффициентов  

(А; В; С) обе формулы совместно находят решение и линейного ( 0A  ), и 

неполных квадратных уравнений ( 0B  ; 0C  ).  

Для действительных и комплексных корней, или коэффициентов 

квадратного уравнения, обе формулы можно использовать равнозначно. 

Условие равнозначности: ( ; ; ) 0А В С   

Преобразование формул друг в друга заключается в умножении числителя и 

знаменателя на:  

B D m  для действительных корней уравнения (D≥ 0). 

B i D m  для комплексных корней уравнения (D < 0). 

Выбор удобной формулы вычисления (типовой или обратной) для 

иррациональных корней уравнения зависит от сочетания коэффициентов  

А, В, С уравнения.  

Вывод: полное решение квадратного уравнения состоит из двух формул, 

обе формулы взаимно дополняют друг друга. Обратная формула и 

предложенные способы полного решения квадратного уравнения в литературе 

не найдены. Работа может быть использована для справочных материалов по 

квадратным уравнениям.  

Список использованных источников: 

1. Выгодский М.Я. Справочник по элементарной математике. М. 2017. 

2. Шахмейстер А. Комплексные числа. Учебное пособие, Петроглиф, 

М, 2014. 

  



14 

БИНАРНЫЕ ОПЕРАЦИИ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ 

РАСШИРЕНИЯ ПОЛЯ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

Моляков Александр, Насонов Иван 

8 класс, МАОУ «Лицей 44» г. Липецка 

Научный руководитель: д.ф.-м.н., профессор кафедры прикладной 

математики ЛГТУ С.Л. Блюмин 

 

В работе [1] определена рекуррентная цепь арифметических операций 
n

следующим образом: 

0x y x y   , 1 exp[ln( ) ln( )]nnx y x y   , 1 ln( )x y
n nx y e e   . 

Эти операции допускают также явное представление: 
( ) ( ) ( )

exp (ln ln )
n n n

nx y x y   .
*)

 

Нетрудно видеть, что сложение и умножение являются частными случаями 

этих операций, которые, тем самым, являются естественным обобщением 

обычных арифметических операций. Не все алгебраические структуры с этими 

операциями являются полями, но могут быть приведены к ним. 

Так, в работах [2, 3] множество вещественных чисел расширяется до поля 

)(log,  с операциями 1 , 0 , где 

( )( ) ( )ln (exp exp mod2 π)nn n
nx y x y i    . 

Цель настоящей работы — развить этот подход до специальных 

расширений множества вещественных чисел, названных логарифмическими. 

Мы получили следующие результаты: 

Теорема 1. Множество nD  является полем с операциями n , 1n  ; такое 

поле изоморфно ( , , ) Ў . 

Теорема 2. Пусть A  — подмножество nЈ , содержащее Ў  и 

образующее группу с операцией n . Тогда / ~ / ~n n nA D . 

Теорема 3. Для вещественных yx, : lim max{ , }n
n

x y x y


  . 

Здесь использованы следующие обозначения: 

                                                   

*) Здесь и далее будем использовать обозначение итерации 
( )

...
n

f f f f f o o o o . Для 

отрицательных целых n: 
 

( )
1( ) nn

f f





. Нулевую итерацию 
(0)

f  будем считать 

тождественным преобразованием. 
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n  обозначает множество 
1 2

{ω ,ω ,...,ω }n , где ωi  — специальный элемент, 

характеризующийся равенством ( )exp ω 0i
i  . 

Множества 
nD , названные логарифмическими расширениями, определяются 

следующим образом: ( ){ :exp }n
nD z z  Ј Ў , где 

1 2
{ω ,ω ,...}  .  

При этом ~n  обозначает отношение эквивалентности на Ј . Мы 

считаем, что ~nx y , если ( ) ( )exp expn nx y . 

Утверждение теоремы 3 выдвинуто в качестве гипотезы в статье [1]. Оно 

воплощает интересную связь между идемпотентной математикой и 

рассматриваемыми операциями. Подробнее про идемпотентную математику 

см., например, [4]. 

Список использованных источников: 

1. Carroll M. The Natural Chain of Binary Arithmetic Operations and Generalized 

Derivatives // [https://arxiv.org/abs/math/0112050] – 17 p. 

2. McEneaney W.M. Exactly linearizing algebras for risk–sensitive filtering // 38th 

IEEE CDC. – 1999. – P. 137—142. 

3. McEneaney W.M. Large deviations theory, induce log-plus and max-plus 

measure and their applications // MTNS. – 2000. – P. 41-49. 

4. Литвинов Г.Л. Деквантование Маслова, идемпотентная и тропическая 

математика: краткое введение // Зап.науч.сем. ПОМИ. – 2005. – T. 326. – C. 

145-182. 
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ТЕОРЕМА ШТЕЙНЕРА—ЛЕМУСА ДЛЯ 

ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА 

Романов Игнат 

10 класс, СОШ 179 г. Москва 

Научный руководитель: преподаватель математики Н.А. Маслов  

 

Исторический обзор и постановка задачи. В 1840 году С.Л. Лемус послал 

Якобу Штейнеру результат своих исследований: «Любой треугольник, у 

которого равны длины биссектрис двух углов (измеряемые от вершины до 

противоположной стороны), является равнобедренным», с просьбой дать 

строго геометрическое доказательство.  

Но, так как доказательство Штейнера оказалось достаточно сложным, а 

замена в формулировке слова «биссектрисы» на «медианы» или «высоты» 

существенно упрощало задачу, начались многочисленные попытки придумать 

более простое и красивое доказательство или обобщение. А сама теорема 

получила название «теорема Штейнера-Лемуса». 

 В данной работе, мы попробуем доказать факт аналогичный теореме 

Штейнера-Лемуса, рассмотрев вместо биссектрис обобщение медиан в 

выпуклом четырехугольнике, и, собственно, обобщить теорему Штейнера-

Лемуса на произвольный выпуклый четырехугольник.  

Основные результаты. 

Теорема 1. Пусть дан выпуклый четырехугольник ABCD. На стороне АВ 

отметили точку    и на стороне CD отметили точку    так, что         

       . Аналогичным образам отметили точки    на ВС и    на АD, 

соответственно. Тогда если         и        , то четырехугольник 

АВСD — параллелограмм. 

Теорема 2. Пусть дан выпуклый четырехугольник ABCD. Проведем в нём 

диагонали АС и ВD. Тогда, если длина отрезка биссектрисы угла ВАС от 

вершины А до стороны ВС равна длине отрезка биссектрисы угла АСD от 

вершины С до стороны АD, и длина отрезка биссектрисы угла СВD от 

вершины В до стороны СD равна длине отрезка биссектрисы угла ВDА от 

вершины D до стороны АВ, то четырехугольник АВСD — параллелограмм. 

Список использованных источников: 

1. Понарин Я.П. Элементарная геометрия. В 2 т. — М.: МЦНМО, 2004. 

2. Рабе А.Д., Привалов А.А. Обобщения теоремы Штейнера-Лемуса о 

признаках равнобедренности треугольника 

(http://www.mcnmo.ru/circles/oim/mmks/works2017/rabe8.pdf).  

  

http://www.mcnmo.ru/circles/oim/mmks/works2017/rabe8.pdf
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MN-ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИИ 

Стрельцова Александрина 

11 класс, Федеральное государственное бюджетное учреждение высшего 
образования и науки «Санкт-Петербургский национальный 

исследовательский Академический университет Российской академии 
наук», Академический лицей «Физико-техническая школа» 

Научный руководитель: преподаватель лицея 

«Физико-техническая школа» С.М. Горский 

 

Для выпуклой дифференцируемой функции существует критерий проверки 

на выпуклость. 

Цель работы — поиск аналогичных критериев для MN-выпуклых 

(вогнутых) функций, т.е. функций, удовлетворяющих неравенству: 

                           

где M и N –— средние от двух аргументов.  

Теория и методы исследования: изучение литературы по данной тематике 

и доказательство собственных теорем. 

В результате данного исследования был найден критерий MpMq-выпуклости 

функции, где Mp и Mq — средние степенные (p и q — целые числа), и критерий 

MN-выпуклости функции, где M и N — средние Колмогорова. Также была 

доказана верность неравенства Чебышёва для GA-выпуклой функций и 

неравенства Коши—Буняковского для GG-выпуклой функции, где G — 

среднее геометрическое, А — среднее арифметическое.  

Список использованных источников: 

1. Niculescu, C. P. Convexity According to Means // Math. Inequal. Appl. – 2003. 

–V. 6, No 4. – P. 571–579. 

2. G. D. Anderson, M. K. Vamanamurthy, M. Vuorinen Generalized convexity and 

inequalities // J. Math. Anal. Appl. — 2007. — V. 335 — P. 1294-1308. 
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ОБОБЩЕНИЕ НЕРАВЕНСТВА ГЕЛЬДЕРА 

Чистиков Илья 

11 класс, Федеральное государственное бюджетное учреждение высшего 
образования и науки «Санкт-Петербургский национальный 

исследовательский Академический университет Российской академии 
наук», Академический лицей «Физико-техническая школа»,  

Санкт-Петербург 

Научный руководитель: преподаватель лицея  

«Физико-техническая школа» С.М. Горский 

 

Цели работы. Выяснить, для каких функций выполняются неравенства: 

 
     

  
 

 

   

 
      

 
   

     
 
   

     
  
 

     

 

   

 
     

 
   

 

      
 
   

 

для всех положительных чисел    и   , при фиксированном натуральном m. 

Методика выполнения. Я рассматривал частные случаи при         

для данных неравенств. После этого была обнаружена некая общая 

закономерность, которая позволила построить общий случай. 

Результаты. В ходе работы были найдены функции, для которых верно 

неравенство 
1

( )n

i

g a



   

  
     

  
 

 

   

 
      

 
   

     
 
   

     

Все такие функции обладают характерным свойством: 

       
 

 
        

 
         

 
   

   

              

Для выполнения неравенства 

 
  
 

     

 

   

 
     

 
   

 

      
 
   

 

было доказано, что подходят только те функции, которые обладают 

свойством: 

              
 

 
              

 

   

   

       

Данные результаты являются обобщением неравенства Гёльдера. 
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Список использованных источников: 

1. Vasile Cîrtoaje. «Algebraic Inequalities — Old and New Methods» Gill 

Publishing House (2006). 

2. Mitranovic D.C. «Analytic inequalities» Springer, Berlin (1970). 
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