
3 òóð èíòåðíåò-îëèìïèàäû ÑÓÍÖ ÌÃÓ
8 êëàññ

1. Òîðãîâåö àïåëüñèíàìè ïðèâ¼ç íà ÿðìàðêó 100 êîðîáîê. Íàçîâ¼ì êîðîáêó

çàáèòîé, åñëè â íåé íå ìåíåå 20 àïåëüñèíîâ. Íàçîâ¼ì àïåëüñèí ãåííîìîäè-

ôèöèðîâàííûì, åñëè îí çàíèìàåò áîëåå 1/5 êîðîáêè, èíà÷å íàçîâ¼ì åãî íà-

òóðàëüíûì. Â íåêîòîðûé ìîìåíò îêàçàëîñü, ÷òî 50 êîðîáîê çàáèòî. Êàêóþ

íàèìåíüøóþ äîëþ îò îáùåãî ÷èñëà àïåëüñèíîâ ìîãóò ñîñòàâëÿòü íàòóðàëü-

íûå àïåëüñèíû â ýòîò ìîìåíò?

Îòâåò. 2
3 .

Ðåøåíèå. Â êîðîáêå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå 4 ãåííîìîäèôèöèðî-

âàííûõ àïåëüñèíîâ. Ïîýòîìó â êàæäîé çàáèòîé êîðîáêå íå ìåíåå 16 íàòó-

ðàëüíûõ àïåëüñèíîâ, òî åñòü êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ àïåëüñèíîâ íå ìåíü-

øå, ÷åì 16 · 50 = 800. Ãåííîìîäèôèöèðîâàííûõ àïåëüñèíîâ íå áîëüøå, ÷åì

4 · 100 = 400. Ïîýòîìó äîëÿ íàòóðàëüíûõ àïåëüñèíîâ íå ìåíåå 800
400+800 = 2

3 .

Åñëè æå â êàæäîé êîðîáêå ðîâî 4 ãåííîìîäèôèöèðîâàííûõ àïåëüñèíà, à

â 50 êîðîáêàõ ïî 16 íàòóðàëüíûõ, òî äîëÿ íàòóðàëüíûõ àïåëüñèíîâ áóäåò

ðàâíà 2
3 .

Êðèòåðèè. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â çàáèòîì ÿùèêå îáÿçàòåëüíî ðîâíî 16

íàòóðàëüíûõ àïåëüñèíîâ � ìèíóñ 2 áàëëà.

Çàáûòî, ÷òî â íåçàáèòûõ ÿùèêàõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ àïåëüñèíû � ìèíóñ

1 áàëë.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ÿùèê ïîìåùàåòñÿ 5 ãåííîìîäèôèöèðîâàííûõ àïåëüñè-

íîâ � ìèíóñ 1 áàëë.

2. Â âîëøåáíîé ñòðàíå 2017 ãîðîäîâ, â îäíîì èç íèõ íàõîäèòñÿ ìîãóùå-

ñòâåííàÿ âåäüìà, à â îñòàëüíûõ 2016 � ïî ãåíèàëüíîìó èíêâèçèòîðó. Ìåæäó

íåêîòîðûìè èç ãîðîäîâ èìååòñÿ äîðîãà, ïðè÷åì èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî

ïîïàñòü â êàæäûé (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Êàæäûé äåíü îíè ïåðåìåùà-

þòñÿ â ñîñåäíèé ãîðîä: âåäüìà ïåðåëåòàåò íà ìåòëå, à èíêâèçèòîðû ñêà÷óò

íà ëîøäè. Åñëè èíêâèçèòîð è âåäüìà îêàçûâàþòñÿ â îäíîì ãîðîäå, òî âåäü-

ìó ñæèãàþò íà êîñòðå. Ìîæåò ëè âåäüìà ãàðàíòèðîâàíî èçáåæàòü âîçìåçäèÿ

ïðè êàêîé-íèáóäü ñèñòåìå äîðîã?

Îòâåò. Ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðåïîëîæèì, ñèñòåìà äîðîã òàêàÿ, êàê íà êàðòèíêå, âåäü-

ìà íàõîäèòñÿ â öåíòðàëüíîì ãîðîäå, à èíêâèçèòîðû � âî âñåõ îñòàëüíûõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåäüìó íèêîãäà íå ïîéìàþò.



3. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD èçâåñòíû âåëè÷èíû òð¼õ óãëîâ: ∠A = 70◦,
∠C = 129◦, ∠D = 102◦. ×òî áîëüøå: AB èëè AD + CD?

Îòâåò. AD + CD áîëüøå.

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì ëó÷è AD è BC äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå E (îíè

ïåðåñåêóòüñÿ, ïîñêîëüêó ∠ADC + ∠BCD > 180◦). Òîãäà ∠CDE = 78◦,
∠ECD = 51◦, ∠DEC = 180◦ − 78◦ − 51◦ = 51◦. Îòñþäà òðåóãîëüíèê CDE
ðàâíîáåäðåííûé è CD = DE. Â òðåóãîëüíèêå ABE íàïðîòèâ ñòîðîíû AB
ëåæèò óãîë â 51◦, à íàïðîòèâ ñòîðîíû AE � óãîë â 59◦. Ïîñêîëüêó íàïðîòèâ
áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà, òî AB < AE = AD + CD.

4. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n) ñóììó îñòàòêîâ
ïðè äåëåíèè íà âñå ÷èñëà, ìåíüøèå n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî n òàêèõ, ÷òî S(n) = S(n+ 1).

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà âèäà n = 2k − 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, ìåíüøåå n+ 1. Âîçìîæíî 2 ñëó÷àÿ:

• Ýòî ÷èñëî ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè, òî åñòü èìååò âèä 2l, ãäå l < k. Òîãäà
îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2k − 1 íà 2l ðàâåí 2l − 1, ïîýòîìó åãî âêëàä â S(n)
áûë ðàâåí 2l−1, à âêëàä â S(n+1) ðàâåí 0. Ñóììàðíî âêëàä îò ñòåïåíåé
äâîåê óìåíüøèòñÿ íà

(2−1)+(22−1)+(23−1)+. . .+(2k−1−1) = (1+2+22+23+. . .+2k−1)−k =

= (2− 1) · (1 + 2 + 22 + 23 + . . .+ 2k−1)− k = 2k − k − 1.



• Ýòî ÷èñëî íå ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè. Òîãäà îíî íå äåëèò n+1, ïîýòîìó
åãî âêëàä â S(n+1) íà 1 áîëüøå, ÷åì âêëàä â S(n). Ñóììàðíî âêëàä îò
íå ñòåïåíåé äâîéêè óâåëè÷èòñÿ íà èõ êîëè÷åñòâî, òî åñòü íà (2k−1)−k.

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî S(n) = S(n+ 1).

Êðèòåðèè. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî n = 2k − 1 ïîäõîäèò � 1 áàëë.

5. Ó Êàðëñîíà åñòü êâàäðàòíàÿ ïëèòêà øîêîëàäà ñ ôóíäóêîì ñî ñòîðîíîé

40. Â êàæäîé äîëüêå øîêîëàäà ëèáî åñòü îðåõ, ëèáî íåò. Êàðëñîí ñ÷èòàåò

øîêîëàäêó âêóñíîé, åñëè ïðè ëþáîì å¼ ðàçëîìå íà äâå ïðÿìîóãîëüíûå ïëèò-

êè õîòÿ áû â îäíîé èç ÷àñòåé áóäåò íå ìåíüøå 40 îðåõîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå

÷èñëî îðåõîâ ìîæåò áûòü âî âêóñíîé øîêîëàäêå?

Îòâåò. 53.

Ðåøåíèå. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîóãîëüíèêè, ñî-

ñòîÿùèå èç ïåðâîãî ñòîëáöà, ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ è ò.ä.. Íàéä¼ì òàêîé

ñòîëáåö, ÷òî åñëè îí íå âêëþ÷¼í â ïðÿìîóãîëüíèê, òî ñóììà â ïðÿìîóãîëü-

íèêå ìåíüøå 40, à åñëè âêëþ÷¼í � òî íå ìåíüøå 40. Ïóñòü îí èìååò íîìåð

i. Àíàëîãè÷íî íàéä¼ì ñòðîêó (ïóñòü îíà èìååò íîìåð j). Ïóñòü â äîëüêå (íà
ðèñóíêå èçîáðàæåíà ÷¼ðíûì) íà ïåðåñå÷åíèè i-îãî ñòîëáöà è j-îé ñòðîêè

a îðåõîâ (a ðàâíî 0 èëè 1), âî âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ i-îãî ñòîëáöà è j-
îé ñòðîêè b îðåõîâ (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû çåë¼íûì), à âî âñåõ îñòàëüíûõ

äîëüêàõ c îðåõîâ (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ñèíèì).

Ïðîññóìèðóåì êîëè÷åñòâî îðåõîâ 4 ïðÿìîóãîëüíèêîâ: ïðàâåå ñòîëáöà i
(âêëþ÷àÿ i-óþ ñòðîêó), ëåâåå ñòîëáöà i (âêëþ÷àÿ i-ûé ñòîëáåö), íèæå ñòðîêè
j (âêëþ÷àÿ ñòðîêó j), âûøå ñòðîêè j (âêëþ÷àÿ ñòðîêó j). Ñ îäíîé ñòîðîíû,

ýòà ñóììà ðàâíà 4a+3b+2c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâî îðåõîâ â êàæäîì

ïðÿìîóãîëüíèêå íå ìåíüøå 40, ïîýòîìó ñóììà íå ìåíüøå 160. Òîãäà

4a+3b+2c > 160 ⇒ 3(a+ b+ c) > 160− a ⇒ a+ b+ c > 159/3 = 53.



Ïîñêîëüêó a+b+c � ýòî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî îðåõîâ, òî ñóììàðíîå êîëè-

÷åñòâî îðåõîâ íå ìåíüøå 53. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî 53 îðåõîâ äîñòàòî÷íî.

Ðàçìåñòèì îðåõ â 20 ñòðî÷êå è 20 ñòîëáöå, à òàêæå ââåðõ, âíèç, âïðàâî è

âëåâî ðàçìåñòèì ïî 12 îðåõîâ. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèìåð ïîäõîäèò.

Êðèòåðèè. Âåðíûé ïðèìåð � 2 áàëëà.

Äîêàçàíî, ÷òî ìåíüøå 53 îðåõîâ íå ìîæåò áûòü � 4 áàëëà.


