
3 òóð èíòåðíåò-îëèìïèàäû ÑÓÍÖ ÌÃÓ
7 êëàññ

1. Ïðî äâå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ðàçíîñòè

÷èñåë ê èõ ñóììå â ïåðâîé ïàðå ðàâíî òàêîìó æå îòíîøåíèþ âî âòîðîé

ïàðå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷åòûð¼õ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a è b � ïåðâàÿ ïàðà ÷èñåë, à c è d � âòîðàÿ ïàðà ÷èñåë.

Ïî óñëîâèþ

a− b

a+ b
=

c− d

c+ d
⇔ (a− b)(c+ d) = (a+ b)(c− d) ⇔ ad = bc.

Íî òîãäà abcd = (ad)2.

2. Âîëøåáíûé íàâèãàòîð äëÿ ìåòëû Ãàððè Ïîòòåðà ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî

îñòàëîñü ëåòåòü äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ, åñëè äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé

ñðåäíåé ñêîðîñòè íà ïðîìåæóòêå îò íà÷àëà ïóòè äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà.

Ãàððè Ïîòòåð âûëåòåë èç äîìà â Êîñîé ïåðåóëîê. Â ñåðåäèíå ïóòè íàâèãàòîð

ñîîáùèë, ÷òî îñòàëîñü ëåòåòü ÷àñ. Â ýòîò ìîìåíò Äðàêî Ìàëôîé íàëîæèë

íà ìåòëó ïðîêëÿòèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî å¼ ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü è ñòàëà

ïîñòîÿííîé. Ïîñëå òîãî, êàê Ãàððè ïðîëåòåë ïîëîâèíó îñòàâøåãîñÿ ïóòè,

íàâèãàòîð ñîîáùèë, ÷òî îñòàëîñü ëåòåòü 2 ÷àñà. ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ ïîñëå

ýòîãî îí ïðèáóäåò íà ìåñòî?

Îòâåò. ×åðåç 5 ÷àñîâ.

Ðåøåíèå. Êîãäà íàâèãàòîð ñîîáùèë Ãàððè Ïîòòåðó, ÷òî åìó îñòàëîñü

ëåòåòü 2 ÷àñà, åõàòü åìó îñòàâàëîñü ïðîëåòåòü ÷åòâåðòü ïóòè. Çíà÷èò, 3/4
ïóòè îí ïðîëåòåë çà 6 ÷àñîâ. Íî ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè Ãàððà ïðîëåòåë

çà ÷àñ, çíà÷èò, 5 ÷àñîâ îí ëåòåë ïîñëå íàëîæåíèÿ ïðîêëÿòèÿ. Ñòîëüêî æå

âðåìåíè óéäåò ó íåãî è íà îñòàâøóþñÿ ÷åòâåðòü.

3. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 50 ôèøåê. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè óáèðàþò ôèø-

êè, âûáèðàÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì ëþáûå òðè, ïîêà íå îñòàíåòñÿ âñåãî äâå

ôèøêè. Åñëè äâå îñòàâøèåñÿ ôèøêè âíà÷àëå íå ñòîÿëè ðÿäîì, âûèãðûâà-

åò ïåðâûé èãðîê (êîòîðûé íà÷èíàåò èãðó); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò

âòîðîé. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò. Âòîðîé èãðîê.

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì 50 ôèøåê íà 25 ïàð ñòîÿùèõ ðÿäîì ôèøåê. Çàìå-

òèì, ÷òî âòîðîé èãðîê ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëå åãî õîäà âñå îñòàâ-

øèåñÿ ôèøêè òàêæå áûëè ðàçáèòû íà ïàðû, òî åñòü åñëè îñòàëàñü êàêàÿ-òî

ôèøêà, òî ïàðíàÿ ñ íåé ôèøêà òîæå îñòàëàñü. Äåéñòâèòåëüíî, âîçìîæíî 2

ñëó÷àÿ:



• Åñëè ïåðâûé ñâîèì õîäîì âçÿë 3 ôèøêè èç ðàçíûõ ïàð. Òîãäà âòîðîé

ñâîèì õîäîì âîçüì¼ò ïàðíûå èì ôèøêè.

• Åñëè ïåðâûé âîçüì¼ò äâå ôèøêè èç îäíîé ïàðû, à åù¼ îäíó èç äðóãîé.

Òîãäà âòîðîé âîçüì¼ò îñòàâøóþñÿ ôèøêó èç ïàðû è åù¼ îäíó ïàðó.

Ïîñêîëüêó âòîðîé áóäåò õîäèòü ïîñëåäíèì (òàê êàê õîäîâ áóäåò 16) è

ïîñëå ïîñëåäíåãî õîäà îñòàíåòñÿ 2 ôèøêè, òî îíè áóäóò îáðàçîâûâàòü ïàðó,

òî åñòü ñòîÿòü ðÿäîì.

Êðèòåðèè. Ïðèâåä¼í âåðíûé àëãîðèòì áåç îáîñíîâàíèÿ � 1 áàëë.

4. Íà êâàäðàòíóþ ïëèòêó óðîíèëè êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ABCD òàê, ÷òî

óãîë A ëèñòà ïîïàë â óãîë ïëèòêè, ñòîðîíà BC ïðîøëà ÷åðåç óãîë ïëèòêè

E, à óãîë C ïîïàë íà êðàé ïëèòêè. Íàéäèòå óãîë BAE.

Îòâåò. 22, 5◦.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà AB ñî ñòîðîíîé ïëèò-

êè çà O, à òàêæå îòìåòèò óãëû ïëèòêè F è G. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè
AOF è EOF ðàâíû (AF = FE, OF îáùàÿ, óãëû AFO è EFO ïðÿìûå). Äà-

ëåå ∠OAF = ∠90◦ − ∠AEB = ∠CEG, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè AOF è ECG
ðàâíû (AF = EG, ∠OAF = ∠CEG, óãëû AFO è EGC ïðÿìûå).



Òîãäà èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ AO è CE ñëåäóåò ðàâåíñòâî îòðåçêîâ OB
è BE, îòêóäà ∠OEB = 45◦. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ∠OAE = ∠OEA ïîëó÷àåì,

÷òî ∠OAE = 45◦/2 = 22, 5◦.

Êðèòåðèè. Îòâåò äàí â âèäå îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè,

èëè áåç îáîñíîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå cos 22, 5◦ � íå áîëåå 3 áàëëîâ.

5. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n) ñóììó îñòàòêîâ
ïðè äåëåíèè íà âñå ÷èñëà, ìåíüøèå n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî n òàêèõ, ÷òî S(n) = S(n+ 1).

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà âèäà n = 2k − 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, ìåíüøåå n+ 1. Âîçìîæíî 2 ñëó÷àÿ:

• Ýòî ÷èñëî ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè, òî åñòü èìååò âèä 2l, ãäå l < k. Òîãäà
îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2k − 1 íà 2l ðàâåí 2l − 1, ïîýòîìó åãî âêëàä â S(n)
áûë ðàâåí 2l−1, à âêëàä â S(n+1) ðàâåí 0. Ñóììàðíî âêëàä îò ñòåïåíåé
äâîåê óìåíüøèòñÿ íà

(2−1)+(22−1)+(23−1)+. . .+(2k−1−1) = (1+2+22+23+. . .+2k−1)−k =

= (2− 1) · (1 + 2 + 22 + 23 + . . .+ 2k−1)− k = 2k − k − 1.

• Ýòî ÷èñëî íå ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè. Òîãäà îíî íå äåëèò n+1, ïîýòîìó
åãî âêëàä â S(n+1) íà 1 áîëüøå, ÷åì âêëàä â S(n). Ñóììàðíî âêëàä îò
íå ñòåïåíåé äâîéêè óâåëè÷èòñÿ íà èõ êîëè÷åñòâî, òî åñòü íà (2k−1)−k.

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî S(n) = S(n+ 1).

Êðèòåðèè. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî n = 2k − 1 ïîäõîäèò � 1 áàëë.


