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I. Построение графиков функций с помощью элементарных преобразований.  

Напомним, как зная график функции )(xfy   построить график функции 

BbaxAfxF  )()( . 

 

Таким образом, построение графика функции BbaxAfy  )(  по графику 

)(xfy   можно провести по схеме: 

BbaxAfbaxAfbaxfaxfxf  )()()()()(
25,614,3

. 

 

1. )( axfy  , 

0a . 

Параллельный  перенос графика )(xfy   вдоль оси Оx  на a  

единиц вправо, если  0a ,  или  на a  единиц влево, если 

0a . 

2. 

Вxfy  )( , 

0В . 

Параллельный перенос графика )(xfy   вдоль оси Oy  на В 

единиц вверх, если   0B , или на B  единиц вниз, если 0B . 

3. )(kxfy  , 

0k , 1k . 

Сжать график )(xfy   вдоль оси Оx в k раз, если 1k  или 

растянуть  в  
k

1
 раз, если  10  k . 

4. )( xfy  . Отразить график )(xfy   относительно оси Oy. 

5. )(xfy  . Отразить график )(xfy   относительно оси Ox. 

6. )(xАfy  , 

0А , 1А . 

Растянуть график )(xfy   вдоль оси Оy в А раз, если 1А  

или сжать его в  
A

1
 раз, если  10  А .  
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II. Элементарное исследование функций для построения графиков 

Напомним, что при построении графика функции необходимо провести ее пред-

варительное исследование. Схема исследования функции с целью построения ее 

графика может быть такой: 

 Область определения )(yD   и область допустимых значений )(yE  функции. 

 Четность/нечетность функции. 

 Периодичность функции 

 Точки пересечения с осями (нули функции). 

 Промежутки знакопостоянства. 

 Асимптоты функции. 

 Экстремумы и промежутки монотонности. 

 Точки перегиба и промежутки выпуклости/вогнутости. 

 Сводная таблица и таблица значений. 

Эта схема примерная. Пункты исследования можно опускать, если они дают три-

виальную информацию (если функция не является, например, периодичной или у 

неѐ нет асимптот, то можно об этом и не писать), или переставлять, в зависимости 

от конкретного графика (например, если область значений можно только в конце 

исследования). 

Строить график лучше параллельно с исследованием функции, нанося на коорди-

натную плоскость информацию по завершении каждого пункта исследования. 

Полное исследование пп. 7 и 8 требует знания производной (то есть, уже не эле-

ментарной математики). Однако для  многих классов функций существуют эле-

ментарные методы (приѐмы), позволяющие исследовать еѐ на монотонность, най-

ти экстремумы и построить эскиз графика. 

 

Итак, условимся говорить, что в рассматриваемом промежутке функции )(xf и 

)(xg  изменяются в одном и том же направлении, если они обе — возрастающие, 

или обе — убывающие; напротив, будем говорить, что функции   )(xf
 
и )(xg  из-

меняются в противоположных направлениях, если одна из этих функций — воз-

растающая, а другая — убывающая.  

Сформулируем ряд простейших свойств, которые помогают при исследованиях 

свойств функций (для их доказательств, по существу, нужно использовать только 

свойства сравнений двух чисел). 

 

1. Функции  f  и Cf  , где C  —  некоторое число, изменяются в одном на-

правлении. 

2. Функции f  и  Cf
 
изменяются в одном и том же или противоположных 

направлениях, смотря потому, является ли С положительной или отрицательной 

постоянной. 
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3. Если функции f
 
и g

 
изменяются в одном и том же направлении, то сум-

ма  gf 
 
изменяется в том же направлении. 

4. Если положительные функции f
 
и g

 
изменяются в одном и том же на-

правлении, то произведение fg
 
изменяется в том же направлении. 

Напротив, если отрицательные функции f
 
и g

 
изменяются в одном и том 

же направлении, то произведение fg
 
изменяется в противоположном направле-

нии  

В частности, если f — положительная функция, то 
2f

 
изменяется в том же 

направлении, что и  f ; если  f  — отрицательная функция, то 
2f  изменяется в 

противоположном направлении. 

5. Функции f
 
и  )( f

 
 изменяются в противоположных направлениях. 

6. Если функция  f  положительна на некотором промежутке, то функции 

f  и f/1  изменяются в противоположных направлениях. 

Если функция f
 
отрицательна на некотором промежутке, то точно также 

функции f  и f/1
 
 изменяются в противоположных направлениях. 

 Можно, тем самым, сказать, что на всяком промежутке, где функция f  не 

обращается в нуль и сохраняет знак, функции f  и f/1
 
 изменяются в противопо-

ложных направлениях. 

 7. Если функция f
 
— положительная, то функции f  и f  изменяются в 

одном и том же направлении. 
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III. Исследование и построение графиков функций  
x

xxy
1

)(   и 
x

xxy
1

)(  . 

Рассмотрим функцию 
x

xx

x

x

x
xxy

)1)(1(11
)(

2 



 . 

Эта функция нечѐтная (значит, еѐ график симметричен относительно начала ко-

ординат); определена всюду, кроме точки 0x ; обращается в нуль в точках 

1x . Исследование на знак с помощью метода интервалов не представляет за-

труднений. См. рисунок.  

Напомним, что асимптотой графика функции называется прямая, обладающая 

тем свойством, что расстояние от любой точки графика до этой прямой стремит-

ся к нулю при неограниченном удалении точки графика от начала координат. Су-

ществуют три вида асимптот: вертикальные, горизонтальные и наклонные. 

 

Наша функция 
x

xxy
1

)(   обладает двусторонней вертикальной асимптотой 

0x  и двусторонней 

наклонной асимптотой 

xy  . Исследуем на 

монотонность. Так как 

функция xy   возрас-

тающая, то в силу 

свойств 5 и 6 п.II 

x
y

1
  также возрас-

тающая. В силу свой-

ства 3  п.II  их сумма,   

то есть функция 

x
xxy

1
)(  , также 

возрастает.  

Т.о. 
x

xxy
1

)( 
 

 воз-

растает на всей облас-

ти определения. См. 

рисунок.  

Что касается функции 
x

xxy
1

)(  ,  она также нечѐтная и в точке 0x  терпит 

разрыв; обладает двусторонней вертикальной асимптотой 0x  и двусторонней 

наклонной асимптотой xy  ; в нуль нигде не обращается. Чтобы исследовать еѐ 

на монотонность при 0x  представим еѐ в виде  
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2
1

2)( 









x
xxy .     (*) 

Отсюда следует, что в точке 1x  функция принимает  значение равное 2, а для 

всех иных положительных значений аргумента — значения больше чем 2. Значит, 

в точке   1x  функция имеет минимум равный 2.  

Далее, так как при 1x , функция  x   возрастающая, то в силу свойств 5 и 6 п.II 

функция  
 x

1
   также возрастающая. А так как, кроме того, в указанном проме-

жутке 0
1


x

x , то в силу свойства 4 п.II  и функция 

2
1










x
x  является 

возрастающей, а вместе с ней и функция (*). Аналогично можно установить, что 

x
xxy

1
)(   убывает в промежутке )1,0(  для чего функции  (*) нужно придать 

вид: 

2
1

2)( 







 x

x
xy . Для отрицательных значений график строится отра-

жением построенной части относительно начала координат.  
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IV. Дробно-квадратичные функции.  

Функция  вида 

cbxax

CBxAx
xy






2

2

)( ,     (1) 

определяемая отношением двух квадратных трехчленов, называется дробно-

квадратичной функцией. При этом коэффициенты мы полагаем вещественными и  

такими, что 

1) хотя бы один из коэффициентов  А  и а  отличен от нуля, это можно записать 

как 022  аА ; 

2)  хотя бы одно из выражений AcaCиAbaB       не обращается в нуль. 

 

Условие 1)  нужно для того, чтобы оба квадратных трехчлена —  в числителе и в 

знаменателе — одновременно не выродились в линейные функции, а условие 2) 

— чтобы дробь в (1) была несократимой.
1
  

Случай дробно-линейной функции проще, но должен быть рассмотрен отдельно 

(мы здесь не рассматриваем). 

Покажем, что график любой функции вида (1) можно получить  элементарными 

преобразованиями, описанными в п.I, либо из графика функции 
x

xxy
1

)(  , либо 

из графика функции 
x

xxy
1

)(  . Две последние функции мы уже исследовали в 

п.III.   

Выделяя целую часть, (1) можно представить в виде: 

 

.

)(

)(

1

)(

)(

)(

)(

22

2
2

2

2

2

AcaCAbaBx

cbxaxaa

A

cbxaxA

AcaCAbaBx

a

A

a

A

a

cbxax

a

c

A

C

a

b

A

B
x

a

A

a

A

a

c
x

a

b
x

A

C
x

A

B

a

c
x

a

b

a

c
x

a

b
x

a

A

a

c
x

a

b
x

A

C
x

A

B
x

a

A
xy





























 
Или 

.

)(

)(

1
)(

2

AcaCAbaBx

cbxaxaa

A
xy




     (1*)

 

 
Далее, мы будем рассматривать функцию в знаменателе под  1: 

                                           
1
 Проверить самостоятельно.  
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AcaCAbaBx

cbxaxa
z






)(

)(
:

2

.    (2) 

Условие 2) нам обеспечивает неравенство нулю знаменателя этой функции.  

Вдобавок мы  потребуем 

3) 0a  и 

4) 0 AbaB . 

При нарушении условия 3) функция z вырождается в дробно-линейную,  а при на-

рушении  условия 4) — в квадратный трехчлен. Эти случаи мы уже умеем иссле-

довать, поэтому мы их исключаем. 

Итак, функция z имеет вид:  

px

CxBx

n

m
z






~~2

, где 0m  и  0n .    (2*) 

Преобразуем еѐ далее, разложив числитель по степеням :)( px   

.

~~

2
~

~~
))(2

~
()(

~
)2

~
()2

~
()2

~
()(

~~
22

222

22

222





































px

CpBp
pBpx

n

m

px

CpBppxpBpx

n

m

px

pCpBppBppBxpx

n

m

px

CxBppxppxx

n

m
z

 

Итак,

 

.

~~

2
~

2




















px

CpBp
pBpx

n

m
z     (3) 

Заметим, что если число CpBpK
~~

: 2   равно нулю, то )( p  есть корень числи-

теля дроби в (2*). С другой стороны ясно, что  )( p  есть корень знаменателя дро-

би (2*). Следовательно, дробь можно сократить на )( px   и функция )(xz  выро-

ждается в линейную. Cтроить линейные функции легко и приятно . 

Далее будем считать, что 0
~~

: 2  CpBpK .  

Возможны два случая: 0K  и  0K . 

Если 0K , то запишем формулу (3) в виде: 

.)2
~

( 
















px

K

K

px

n

Km
pB

n

m
z  

Откуда ясно, что график )(xz  получается из графика 

x
xxy

1
)( 

 
посредством преобразований, описанных в п.I. 

Если 0K , то запишем формулу (3) в виде: 
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,)2
~

(




















px

K

K

px

n

Km
pB

n

m
z  

Откуда ясно, что график )(xz  получается из графика 

x
xxy

1
)( 

 
также с помощью преобразований, описанных в п.I. 

Графики 
x

xxy
1

)(   мы научились строить в п.III.  

Итак, мы можем построить график )(xz  по формуле (2). Чтобы построить график 

исходной дробно-квадратичной функции осталось только научиться строить гра-

фик 
)(

1

xz
.   

 

Рассмотрим даже более широкую задачу. 

Задача. Зная графики функций )(xuy   и )(xvy    построить график их компози-

ции ))(( xvuy  .  

Комментарий. Задачу нужно понимать в том смысле, что  нужно уметь постро-

ить любую точку графика  ))(( xvuy   с помощью циркуля и линейки.                                               

Решение. Пусть у нас построены графики )(xuy   и )(xvy  .  См. рисунок.  

Возьмем произвольную точку 

)0,(xP . 

Проведѐм через неѐ вертикальную 

прямую  до пересечения с графи-

ком функции  )(xvy  , получим 

точку Q   c координатами ))(,( xvx . 

Спроектируем точку Q   на биссек-

трису первого квадранта — пря-

мую xy  ; получим точку R  с ко-

ординатами ))(),(( xvxv .  

Проведем вертикаль через точку  

R  до пересечения с графиком 

функции )(xuy   получим точку S   

— еѐ координаты  )((),( xvuxv .  

Теперь осталось спроектировать 

точку S  на вертикаль  )(PQ . Полу-

чим точку M  с координатами  ))((, xvux , тем самым она принадлежит графику 

сложной функции ))(( xvuy  . Задача решена. 
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Возвращаясь к построению  графика функции 
)(

1

xz
, заметим, что она есть резуль-

тат композиции двух функций: функции  )(xz , график которой мы научились 

строить выше, и функции 
x

1
, график которой есть хорошо известная гипербола. 

См. рисунок ниже. 
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