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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå â òåîðèþ

ìíîæåñòâ.

Åñëè âàì çà êàêóþ-ëèáî ïîìîùü
îáåùàþò îêàçàòü ìíîæåñòâî
óñëóã, íå çàáûâàéòå, ÷òî
ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïóñòûì.

bash.org.ru

1.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ íàáîð îáúåêòîâ îïðåäåëåííî-
ãî ðîäà. Ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà ìîæíî
îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè îí ýòîìó ìíîæåñòâó.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàþò
ïóñòûì è îáîçíà÷àþò ∅.

Çàìå÷àíèå. ∅ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Åñëè ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ýòî îáîçíà÷àþò a ∈ A.
Åñëè ýëåìåíò b íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ýòî îáîçíà÷àþò b /∈ A.
Åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò òàêæå è ìíîæåñòâó B, òî
ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B è îáîçíà÷àþò òàê: A ⊂ B èëè
B ⊃ A. Åñëè, ïðè ýòîì, A íå ñîâïàäåò ñ B, òî A íàçûâàþò ñîáñòâåííûì
ïîäìíîæåñòâîì A è îáîçíà÷àþò1 A ( B.

Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà âûïîëíåíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî,
òî ýòî îáîçíà÷àþò ∀a ∈ A (. . .). Åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî, òî ýòî îáîçíà÷àþò ∃a ∈ A (. . .).
Ñèìâîëû ∀ ("äëÿ ëþáîãî") è ∃("ñóùåñòâóåò") íàçûâàþò êâàíòîðàìè.

1Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ⊆, à
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà � ñèìâîë ⊂.
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10 ÃËÀÂÀ 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÎÐÈÞ ÌÍÎÆÅÑÒÂ.

Ïðèìåð 1. Íàïðèìåð îïðåäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà A ⊂ B ìîæíî çàïèñàòü
òàê: ∀a ∈ A(a ∈ B).

Åñëè íàäî çàäàòü ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì ñâîé-
ñòâîì P, òî ýòî îáîçíà÷àþò {a |P(a)} èëè {a : P(a)}. Ñèìâîëû ¾|¿ è ¾:¿
÷èòàþòñÿ êàê ¾òàêîé, ÷òî¿.

1.2 Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå 3. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà÷àåòñÿ A ∪ B)
íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â A èëè B
(ñì. ðèñ. 1.1).

A B

A ∪B

Ðèñ. 1.1: Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà÷àåòñÿ A ∩ B)
íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ êàê â A, òàê
è â B (ñì. ðèñ. 1.2).

A B

A ∩B

Ðèñ. 1.2: Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà÷àåòñÿ A \B) íàçû-
âàþò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â A, è íå âõîäÿùèõ
â B (ñì. ðèñ. 1.3).
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A B

A \B

Ðèñ. 1.3: Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B (îáîçíà-
÷àåòñÿ A4B) íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ
ëèáî â A, ëèáî â B (ñì. ðèñ. 1.4). Îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàíåå ââåäåííûå
îïåðàöèè êàê A4B = (A ∪B) \ (A ∩B).

A B

A4B

Ðèñ. 1.4: Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 7. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ ïîäìíîæå-
ñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E. Íàïðèìåð, ðåøàÿ íåðàâåíñòâî, ìû èìååì
äåëî ñ ïîäìíîæåñòâàìè ÷èñëîâîé îñè (−∞,∞) = E. Â òàêîì ñëó÷àå ìíî-
æåñòâî E, ñîäåðæàùåå âñå èíòåðåñóþùèå íàñ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ îáú-
åìëþùèì ìíîæåñòâîì è ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äîïîëíåíèÿ. Äî-
ïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷àåòñÿ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
îáúåìëþùåãî ìíîæåñòâà E, íå ïðèíàäëåæàùèõ A, ò.å. A = E \A.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü A = [0, 1), à îáúåìëþùåå ìíîæåñòâî� âñÿ ÷èñëîâàÿ
îñü. Òîãäà A = (−∞, 0) ∪ [1,+∞).

Îïðåäåëåíèå 8. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B (îáî-
çíà÷àþò A × B) íàçûâàþò ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A è b ∈ B. Åñëè
ìíîæåñòâà A è B ñîâïàäàþò, òî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå A2 = A×A.
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A

A

Ðèñ. 1.5: Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà.

1.2.1 Ñâîéñòâà îïåðàöèé ñî ìíîæåñòâàìè.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. A ⊂ A.

2. A ⊂ B, B ⊂ C → A ⊂ C.

3. A ⊂ B, B ⊂ B → A = B.

4. ∀A (∅ ⊂ A).

5. (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

6. (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

7. A ⊂ B ⇒ A ∪B = B; A ∩B = A.

8. A ∪ Ā = E

9. A ∩ Ā = ∅.

10. (A ∪B) = Ā ∩ B̄.

11. (A ∩B) = Ā ∪ B̄.

12. A4B = (A \B) ∪ (B \A).

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâî 10. Ïóñòü x ∈ (A ∪B), ò.å. x /∈ (A ∪B),
ñëåäîâàòåëüíî x /∈ A è x /∈ B. À çíà÷èò x ∈ A è x ∈ B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
x ∈ A ∩B.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü x ∈ A ∩ B. Òîãäà x ∈ A,x ∈ B ⇒ x /∈ A, x /∈
/∈ B ⇒ x /∈ A ∪ B ⇒ x ∈ (A ∪B). Òàêèì îáðàçîì ëþáîé ýëåìåíò îäíîãî
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äðóãîãî, à çíà÷èò, ìíîæåñòâà (A ∪B) è A∩B
ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé 1�12 ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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1.2.2 Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâ â òåîðèè ìíîæåñòâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
ïîíÿòèå:

Îïðåäåëåíèå 9. Èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé (èíäèêàòîðîì) ìíîæå-
ñòâà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ IA : M → {0, 1} çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IA(x) =

{
1, x ∈ A
0, x 6∈ A

, ò.å. ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà

A è íóëþ íà âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ îáúåìëþùåãî ìíîæåñòâà M .

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ èíäèêà-
òîðíûå ôóíêöèè ðàâíû ïðè âñåõ x.

Ñâîéñòâà èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè:

1. IA ≡ IB ⇔ A = B;

2. |A| =
∑
x∈M IA(x);

3. IĀ(x) = 1− IA(x);

4. IA∩B(x) = IA(x) · IB(x);

5. IA∪B(x) = IA(x) + IB(x)− IA(x) · IB(x);

6. IA\B(x) = IA(x)− IA(x) · IB(x);

7. IA4B(x) = IA(x) + IB(x)− 2 · IA(x) · IB(x);

8. B ⊂ A, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà forallxIB(x) 6 IA(x).

Ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ìîæíî äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå òîæ-
äåñòâà. Íàïðèìåð, äîêàæåì òîæäåñòâî 12 èç ðàçäåëà 1.2.1:

A4B = (A \B) ∪ (B \A).

Çàïèøåì èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà:
f1(x) = IA4B(x) = IA(x) + IB(x)− 2 · IA(x) · IB(x)�ïî ñâîéñòâó 7; f2(x) =
= I(A\B)∪(B\A)(x) = I(A\B)(x) + I(B\A)(x) − I(A\B)(x) · I(B\A)(x) = IA(x) −
−IA(x)·IB(x)+IB(x)−IB(x)·IA(x)�ïî ñâîéñòâàì 5 è 6. Ïîñêîëüêó f1 ≡ f2,
òî ìíîæåñòâà òîæå ðàâíû.

1.2.3 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé

Òåîðåìà 1. [Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé] Áóäåì îáîçíà÷àòü |A|� êî-
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ
A1,... An âåðíà ôîðìóëà:

|A1 ∪ . . . ∪An| =
∑

1≤i≤n

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2, 3 âåðíû ôîðìóëû:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|;

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ñâîéñòâ 10-11 îïåðàöèé ñî ìíîæåcòâàìè ñëåäóåò, ÷òî

A1 ∪ . . . ∪An = Ā1 ∩ . . . ∩ Ān.

Ïîýòîìó äëÿ èíäèêàòîðà ìíîæåñòâà A1 ∪ . . . ∪An âûïîëíåíî

IA1∪...∪An = 1−
n∏
i=1

(1− IAi) .

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ñîêðàòèâ ïîëó÷èì,

IA1∪...∪An =
∑

1≤i≤n

IAi −
∑

1≤i<j≤n

IAi · IAj+

+
∑

1≤i<j<k≤n

IAi · IAj · IAk − . . .+ (−1)n−1IA1
· IA2

· . . . · IAn .

Ïðîñóììèðóåì ïî x ∈M , ïîëó÷èì:

|A1 ∪ . . . ∪An| =
∑
x∈M

IA1∪...∪An(x) =

=
∑
x∈M

∑
16i6n

IAi(x)−
∑
x∈M

∑
16i<j6n

IAi(x) · IAj (x)+

+
∑
x∈M

∑
16i<j<k6n

IAi(x) · IAj (x) · IAk(x)− . . .

. . .+
∑
x∈M

(−1)n−1IA1(x) · IA2(x) · . . . · IAn(x) =

=
∑

16i6n

|Ai| −
∑

16i<j6n

|Ai ∩Aj |+

+
∑

16i<j<k6n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|.

Ïðèìåð 3. Èç 100 ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòà àíãëèéñêèé ÿçûê çíàþò 28
ñòóäåíòîâ, íåìåöêèé� 30, ôðàíöóçñêèé� 42, àíãëèéñêèé è íåìåöêèé� 8,
àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé� 10, íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé� 5, âñå òðè ÿçû-
êà çíàþò 3 ñòóäåíòà. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íå çíàþò íè îäíîãî èç òðåõ
ÿçûêîâ?
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âñå ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ áóêâîé M , èçó÷àþùèõ
àíãëèéñêèé ÿçûê� áóêâîé E, íåìåöêèé�D è ôðàíöóçñêèé� F . Òîãäà óñëî-
âèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâå: Äàíî |M | = 100,
|E| = 28, |D| = 30, |F | = 42, |E ∩ D| = 8, |E ∩ F | = 10, |D ∩ F | = 5
è |E ∩ D ∩ F | = 3. Íàäî íàéòè |M \ (E ∪ D ∪ F )|. Ïðèìåíèì ôîðìóëó
âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé: |E ∪ D ∪ F | = 28 + 30 + 42 − 8 − 10 − 5 + 3 = 80,
ñëåäîâàòåëüíî |M \ (E ∪D ∪ F )| = 20. Îòâåò: 20 ñòóäåíòîâ.

Ïðèìåð 4. Íà êàôòàíå ïëîùàäüþ 1 ðàçìåùåíû 5 çàïëàò, ïëîùàäü êàæ-
äîé èç êîòîðûõ íå ìåíüøå 1

2 . Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâå çàïëàòû, ïëî-
ùàäü îáùåé ÷àñòè êîòîðûõ íå ìåíüøå 1

5 .

Ðåøåíèå. Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü âñåõ çàïëàò ðàâíà 5
2 . Ïóñòü Sk �ïëî-

ùàäü, ïîêðûòàÿ ðîâíî k çàïëàòàìè, òîãäà S0 + S1 + S2 + S3 + S4 + S5 = 1 è
S1 + 2S2 + 3S3 + 4S4 + 5S5 = 5

2 .
Ñóììà ïëîùàäåé âñåõ 10 ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé çàïëàò ðàâíà S2 +3S3 +

+6S4 +10S5 > 2(S1 +2S2 +3S3 +4S4 +5S5)−3(S0 +S1 +S2 +S3 +S4 +S5) = 2,
ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç 10 ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé çàïëàò áóäåò ïî ïëîùàäè
íå ìåíüøå 2

10 = 1
5 .

1.3 Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Äëÿ íà÷àëà íàïîìíþ îäíó ñòàðóþ çàãàäêó:
Ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ

Â íåêîòîðîì ñåëå æèâåò áðàäîáðåé, êîòîðûé áðååò òåõ è òîëüêî
òåõ æèòåëåé, êîòîðûå íå áðåþòñÿ ñàìè. Áðååò ëè îí ñåáÿ?

Ó ýòîé çàãàäêè íåò ðåøåíèÿ, ò.ê. óñëîâèå ïðîòèâîðå÷èâî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áðàäîáðåé áðååò ñåáÿ, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí âõîäèò
â ìíîæåñòâî òåõ, êòî áðååò ñåáÿ ñàì, ñëåäîâàòåëüíî íå äîëæåí áðèòü ñåáÿ.

Åñëè æå îí íå áðååò ñåáÿ ñàì, òî äîëæåí ñåáÿ áðèòü. Â ëþáîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íûé ïàðàäîêñ áûë ñôîðìóëèðîâàí âûäàþùèìñÿ áðèòàíñêèì
ìàòåìàòèêîì Áåðòðàíîì Ðàññåëîì â 1901 ãîäó:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ. Òîãäà
íåêîòîðûå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ñàìèõ ñåáÿ (íàïðè-
ìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ), à íåêîòîðûå� íåò (íàïðèìåð
N). Ðàññìîòðèì A�ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñåáÿ. Âîïðîñ: ïðèíàäëåæèò ëè A ìíîæåñòâó
A?

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî A ∈ A, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî A íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ,
÷òî ìíîæåñòâî íå äîëæíî áûòü ñâîèì ÷ëåíîì, à çíà÷èò íå äîëæíî ïðèíàä-
ëåæàòü A. C äðóãîé ñòîðîíû, åñëè A 6∈ A, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
îòáîðà, çíà÷èò äîëæíî ïðèíàäëåæàòü A. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ.
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Ðèñ. 1.6: Áåðòðàí Ðàññåë (1872�1970)

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 1. Ñðåäè ìàòåìàòèêîâ êàæäûé ñåäüìîé�ôèëîñîô, à ñðåäè
ôèëîñîôîâ êàæäûé äåâÿòûé�ìàòåìàòèê. Êîãî áîëüøå: ôèëîñîôîâ èëè
ìàòåìàòèêîâ?

Óïðàæíåíèå 2. Â ñàäó ó Àíè è Âèòè ðîñëî 2014 ðîçîâûõ êóñòîâ. Âèòÿ
ïîëèë ïîëîâèíó âñåõ êóñòîâ, è Àíÿ ïîëèëà ïîëîâèíó âñåõ êóñòîâ. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü, ÷òî ðîâíî òðè êóñòà, ñàìûå êðàñèâûå, áûëè ïîëèòû è Àíåé, è
Âèòåé. Ñêîëüêî ðîçîâûõ êóñòîâ îñòàëèñü íå ïîëèòûìè?

Óïðàæíåíèå 3. Â êëàññå âñå óâëåêàþòñÿ ìàòåìàòèêîé èëè áèîëîãèåé.
Ñêîëüêî ÷åëîâåê â êëàññå, åñëè ìàòåìàòèêîé çàíèìàþòñÿ 15 ÷åëîâåê, áèî-
ëîãèåé � 20, à ìàòåìàòèêîé è áèîëîãèåé îäíîâðåìåííî � 10?

Óïðàæíåíèå 4. Â íåêîòîðîì öàðñòâå æèâóò ìàãè, ÷àðîäåè è âîëøåáíèêè.
Ïðî íèõ èçâåñòíî ñëåäóþùåå: âî-ïåðâûõ, íå âñå ìàãè ÿâëÿþòñÿ ÷àðîäåÿìè,
âî-âòîðûõ, åñëè âîëøåáíèê íå ÿâëÿåòñÿ ÷àðîäååì, òî îí íå ìàã. Ïðàâäà ëè,
÷òî íå âñå ìàãè � âîëøåáíèêè?

Óïðàæíåíèå 5. Áàáà ßãà â ñâîåé èçáóøêå íà êóðüèõ íîæêàõ çàâåëà ñêà-
çî÷íûõ æèâîòíûõ. Âñå îíè, êðîìå äâóõ, � Ãîâîðÿùèå Êîòû; âñå, êðîìå
äâóõ �Ìóäðûå Ñîâû; îñòàëüíûå�Óñàòûå Òàðàêàíû. Ñêîëüêî îáèòàòåëåé
â èçáóøêå ó Áàáû ßãè?

Óïðàæíåíèå 6. Â êèîñêå îêîëî øêîëû ïðîäàåòñÿ ìîðîæåíîå äâóõ âèäîâ:
¾Ëàêîìêà¿ è ¾Ýñêèìî íà ïàëî÷êå¿. Íà ïåðåìåíå 24 ó÷åíèêà óñïåëè êó-
ïèòü ìîðîæåíîå. Ïðè ýòîì 15 èç íèõ êóïèëè ¾Ëàêîìêó¿, à 17 � ¾Ýñêèìî¿.
Ñêîëüêî ÷åëîâåê êóïèëè ìîðîæåíîå îáîèõ ñîðòîâ?
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Óïðàæíåíèå 7. Ïî äàííûì îïðîñà, ïðîâåäåííîãî â 9 ¾A¿ êëàññå, âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî 20% ó÷åíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ ìàòåìàòèêîé, èíòåðåñóþòñÿ åùå
è ôèçèêîé, à 25% ó÷åíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ ôèçèêîé, èíòåðåñóþòñÿ òàê-
æå è ìàòåìàòèêîé. È òîëüêî Ïåòå ñ Âàñåé íå èíòåðåñåí íè îäèí èç ýòèõ
ïðåäìåòîâ. Ñêîëüêî ÷åëîâåê â 9 ¾A¿, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ áîëüøå 20, íî
ìåíüøå 30?

Óïðàæíåíèå 8. Â ëåòíåì ëàãåðå 70 ðåáÿò. Èç íèõ 27 çàíèìàþòñÿ â äðàì-
êðóæêå, 32 ïîþò â õîðå, 22 óâëåêàþòñÿ ñïîðòîì. Â äðàìêðóæêå 10 ðåáÿò èç
õîðà, â õîðå 6 ñïîðòñìåíîâ, â äðàìêðóæêå 8 ñïîðòñìåíîâ; 3 ñïîðòñìåíà ïî-
ñåùàþò è äðàìêðóæîê, è õîð. Ñêîëüêî ðåáÿò íå ïîþò â õîðå, íå óâëåêàþòñÿ
ñïîðòîì è íå çàíèìàþòñÿ â äðàìêðóæêå?

Óïðàæíåíèå 9. (Ë.Êýððîë) Â îæåñòî÷åííîì áîþ 70 èç 100 ïèðàòîâ ïî-
òåðÿëè îäèí ãëàç, 75 � îäíî óõî, 80 � îäíó ðóêó è 85 � îäíó íîãó. Êàêîâî
ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ïèðàòîâ, ïîòåðÿâøèõ ñðàçó ãëàç, óõî, ðóêó è
íîãó?

Óïðàæíåíèå 10. Ó÷åíèêè 9 êëàññà ðåøàëè äâå çàäà÷è. Â êîíöå çàíÿòèÿ
ó÷èòåëü ñîñòàâèë ÷åòûðå ñïèñêà: I � ðåøèâøèõ ïåðâóþ çàäà÷ó, II � ðåøèâ-
øèõ òîëüêî îäíó çàäà÷ó, III � ðåøèâøèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíó çàäà÷ó, IV�
ðåøèâøèõ îáå çàäà÷è. a) Êàêîé èç ñïèñêîâ ñàìûé äëèííûé? b) Ìîãóò ëè
äâà ñïèñêà ñîâïàäàòü ïî ñîñòàâó? Åñëè äà, òî êàêèå?

Óïðàæíåíèå 11. Â ãðóïïå èç 50 ðåáÿò íåêîòîðûå çíàþò âñå áóêâû, êðîìå
¾ð¿, êîòîðóþ ïðîñòî ïðîïóñêàþò ïðè ïèñüìå, à îñòàëüíûå çíàþò âñå áóê-
âû, êðîìå ¾ê¿, êîòîðóþ òîæå ïðîïóñêàþò. Îäíàæäû ó÷èòåëü ïîïðîñèë 10
ó÷åíèêîâ íàïèñàòü ñëîâî ¾êîò¿, 18 äðóãèõ ó÷åíèêîâ � ñëîâî ¾ðîò¿, à îñòàëü-
íûõ� ñëîâî ¾êðîò¿. Ïðè ýòîì ñëîâà ¾êîò¿ è ¾ðîò¿ îêàçàëèñü íàïèñàííûìè
ïî 15 ðàç. Ñêîëüêî ðåáÿò íàïèñàëè ñâî¼ ñëîâî âåðíî? Îòâåò îáîñíóéòå.

Óïðàæíåíèå 12. Ïåòÿ ñîáèðàåòñÿ âñå 90 äíåé êàíèêóë ïðîâåñòè â äåðåâíå
è ïðè ýòîì êàæäûé âòîðîé äåíü (òî åñòü ÷åðåç äåíü) õîäèòü êóïàòüñÿ íà
îçåðî, êàæäûé òðåòèé� åçäèòü â ìàãàçèí çà ïðîäóêòàìè, à êàæäûé ïÿòûé
äåíü � ðåøàòü çàäà÷è ïî ìàòåìàòèêå. (Â ïåðâûé äåíü Ïåòÿ ñäåëàë è ïåðâîå,
è âòîðîå, è òðåòüå è î÷åíü óñòàë.) a) Ñêîëüêî áóäåò ó Ïåòè ¾ïðèÿòíûõ¿ äíåé,
êîãäà íóæíî áóäåò êóïàòüñÿ, íî íå íóæíî íè åçäèòü â ìàãàçèí, íè ðåøàòü
çàäà÷è? b) Ñêîëüêî ¾ñêó÷íûõ¿, êîãäà ñîâñåì íå áóäåò íèêàêèõ äåë?

Óïðàæíåíèå 13. Äèìà ïðîâ¼ë ñîöèàëüíûé îïðîñ è âûÿñíèë ïðî æèòåëåé
ñâîåãî ïîäúåçäà, ÷òî: 25 èç íèõ èãðàþò â øàõìàòû, 30 áûëè â Àðõàíãåëüñêå,
28 ëåòàëè íà ñàìîëåòå. Ñðåäè ëåòàâøèõ íà ñàìîëåòå 18 èãðàþò â øàõìàòû
è 17 áûëè â Àðõàíãåëüñêå. 16 æèòåëåé èãðàþò â øàõìàòû è áûëè â Àð-
õàíãåëüñêå, ïðèòîì ñðåäè íèõ 15 åùå è ëåòàëè íà ñàìîëåòå. Îò óïðàâäîìà
Äèìà óçíàë, ÷òî âñåãî â ïîäúåçäå æèâåò 45 ÷åëîâåê. Íå âðåò ëè óïðàâäîì?

Óïðàæíåíèå 14. (Í. ß. Âèëåíêèí, Ðàññêàçû î ìíîæåñòâàõ)
Îäíàæäû âî âðåìÿ áåñåäû çà ÷àøêîé êîôå â êëóáå Ìåæãàëàêòè÷åñêèõ ïó-
òåøåñòâåííèêîâ çíàìåíèòûé ÷ëåí ýòîãî êëóáà, Ìþíõãàóçåí êîñìè÷åñêîé
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ýðû, Éîí Òèõèé ðàññêàçàë:
� Âûñàäêà íà ïëàíåòó Ãåñèîä áûëà î÷åíü òðóäíà. Íî êîãäà ÿ îêàçàëñÿ íà
ïîâåðõíîñòè, òî ïîæàëåë, ÷òî ðåøèë îïóñòèòüñÿ: íà íåé æèëè ÷óäîâè-
ùà, áîëåå ñòðàøíûå, ÷åì îïèñàííûå â äðåâíèõ ìèôàõ ãðåêîâ. Íàâñòðå÷ó
ìíå âûøëà äåëåãàöèÿ èç 1000 æèòåëåé ïëàíåòû. Ó 811 èç íèõ áûë îäèí
ãëàç, êàê ó öèêëîïà Ïîëèôåìà, ó 752 � âìåñòî âîëîñ áûëè çìåè, êàê ó Ìå-
äóçû Ãîðãîíû, à 418 èìåëè ðûáèé õâîñò, êàê íåðåèäû. Ïðè ýòîì 570 ÷óäî-
âèù áûëè îäíîãëàçû è çìååâîëîñû, 356 � îäíîãëàçû è èìåëè ðûáèé õâîñò,
348 � çìååâîëîñû è ñ ðûáüèì õâîñòîì, à 297 � îäíîãëàçû, çìååâîëîñû è ñ
ðûáüèì õâîñòîì. Ñòàðøèé èç íèõ îáðàòèëñÿ êî ìíå è ñêàçàë...
Íî ÷ëåíû êëóáà òàê è íå óçíàëè, ÷òî óñëûøàë Éîí Òèõèé íà ïëàíåòå ÷ó-
äîâèù. Ñëóøàâøèé ðàññêàç ïóòåøåñòâåííèêà ïðîôåññîð Òàðàíòîãà ìãíî-
âåííî ïðîèçâåë â óìå êàêèå-òî âûêëàäêè è âîñêëèêíóë:
� Äîðîãîé Éîí! ß ãîòîâ ïîâåðèòü, ÷òî íà ýòîé ïëàíåòå æèëè ñóùåñòâà
ñ îäíèì ãëàçîì, ñî çìåÿìè âìåñòî âîëîñ è ñ ðûáüèìè õâîñòàìè. Òåáå ïðè-
õîäèëîñü âñòðå÷àòü åùå áîëåå ñòðàøíûõ ÷óäîâèù � âñïîìíè î êóðäëÿõ.
Íî ÿ íàäåþñü, ÷òî çàêîíû ìàòåìàòèêè íà ýòîé ïëàíåòå íå ïðåâðàòèëèñü
â ìèôû.
Ïî÷åìó ïðîôåññîð Òàðàíòîãà íå ïîâåðèë Éîíó Òèõîìó?

Óïðàæíåíèå 15. * Àíòîí, Áîðèñ è Âåðà ðåøèëè âìåñòå 100 çàäà÷ ïî
ìàòåìàòèêå. Êàæäûé èç íèõ ðåøèë 60 çàäà÷. Íàçîâåì çàäà÷ó òðóäíîé, åñëè
åå ðåøèë òîëüêî îäèí ÷åëîâåê, è ëåãêîé, åñëè åå ðåøèëè âñå òðîå. Íàñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî òðóäíûõ çàäà÷ îò êîëè÷åñòâà ëåãêèõ?

Óïðàæíåíèå 16. * Àíÿ, Áîðÿ è Âàñÿ ñîñòàâëÿëè ñëîâà èç çàäàííûõ áóêâ.
Âñå ñîñòàâèëè ðàçíîå ÷èñëî ñëîâ: áîëüøå âñåõ �Àíÿ, ìåíüøå âñåõ �Âàñÿ.
Çàòåì ðåáÿòà ïðîñóììèðîâàëè î÷êè çà ñâîè ñëîâà. Åñëè ñëîâî åñòü ó äâóõ
èãðîêîâ, çà íåãî äà¼òñÿ 1 î÷êî, ó îäíîãî èãðîêà � 2 î÷êà, ñëîâà, îáùèå ó
âñåõ òð¼õ èãðîêîâ, âû÷¼ðêèâàþòñÿ. Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî áîëüøå
âñåõ î÷êîâ íàáðàë Âàñÿ, à ìåíüøå âñåõ �Àíÿ?

Óïðàæíåíèå 17. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ áëîíäèíîâ ñðåäè ãîëóáîãëàçûõ áîëü-
øå, ÷åì äîëÿ áëîíäèíîâ ñðåäè âñåõ ëþäåé. ×òî áîëüøå: äîëÿ ãîëóáîãëàçûõ
ñðåäè áëîíäèíîâ èëè äîëÿ ãîëóáîãëàçûõ ñðåäè âñåõ ëþäåé?

Óïðàæíåíèå 18. * Â êàæäîé êîìíàòå îñîáíÿêà ñòîÿëè áóêåòû öâåòîâ.
Âñåãî áûëî 30 áóêåòîâ ðîç, 20 � ãâîçäèê è 10 � õðèçàíòåì, ïðè÷åì, â êàæ-
äîé êîìíàòå ñòîÿë õîòÿ áû îäèí áóêåò. Ïðè ýòîì ðîâíî â äâóõ êîìíàòàõ
ñòîÿëè îäíîâðåìåííî è õðèçàíòåìû, è ãâîçäèêè, ðîâíî â òð¼õ êîìíàòàõ � è
õðèçàíòåìû, è ðîçû, ðîâíî â ÷åòûð¼õ êîìíàòàõ � è ãâîçäèêè, è ðîçû. Ìîãëî
ëè â îñîáíÿêå áûòü 55 êîìíàò?

Óïðàæíåíèå 19. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 300, êîòîðûå äåëÿòñÿ a) íà 3? b) Íà 5? c) Íà 15? d) Íå äåëÿòñÿ íè íà
3, íè íà 5?

Óïðàæíåíèå 20. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 33000, êîòîðûå
íå äåëÿòñÿ íè íà 3, íè íà 5, íî äåëÿòñÿ íà 11?
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Óïðàæíåíèå 21. * Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 1 000 000,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè ïîëíûì êâàäðàòîì, íè ïîëíûì êóáîì, íè ÷åòâåðòîé
ñòåïåíüþ?

Óïðàæíåíèå 22. Ïîë êîìíàòû ïëîùàäüþ 6 ì2 ïîêðûò òðåìÿ êîâðàìè,
ïëîùàäü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 3 ì2. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èç
ýòèõ êîâðîâ ïåðåêðûâàþòñÿ ïî ïëîùàäè, íå ìåíüøåé 1 ì2.

Óïðàæíåíèå 23. * Êàæäàÿ ñòîðîíà â òðåóãîëüíèêå 4ABC ðàçäåëåíà íà
8 ðàâíûõ îòðåçêîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåð-
øèíàìè â òî÷êàõ äåëåíèÿ (òî÷êè A, B, C íå ìîãóò áûòü âåðøèíàìè òðå-
óãîëüíèêîâ), ó êîòîðûõ íè îäíà ñòîðîíà íå ïàðàëëåëüíà íè îäíîé èç ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà 4ABC?

Óïðàæíåíèå 24. ** Â ïðÿìîóãîëüíèêå ïëîùàäè 1 ðàñïîëîæåíî 5 ôèãóð
ïëîùàäè 1

2 êàæäàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ à) äâå ôèãóðû, ïëîùàäü îáùåé
÷àñòè êîòîðûõ íå ìåíüøå 3

20 ; á) äâå ôèãóðû, ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè êîòîðûõ
íå ìåíüøå 1

5 ; â) òðè ôèãóðû, ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè êîòîðûõ íå ìåíüøå
1
20 .

Óïðàæíåíèå 25. Òðîå ñóìàñøåäøèõ ìàëÿðîâ ïðèíÿëèñü êðàñèòü ïîë êàæ-
äûé â ñâîé öâåò. Îäèí óñïåë çàêðàñèòü êðàñíûì 75% ïîëà, äðóãîé çåë¼-
íûì� 70%, òðåòèé ñèíèì - 65%. Êàêàÿ ÷àñòü ïîëà çàâåäîìî çàêðàøåíà
âñåìè òðåìÿ êðàñêàìè?

Óïðàæíåíèå 26. * Ïàññàæèð îñòàâèë âåùè â àâòîìàòè÷åñêîé êàìåðå õðà-
íåíèÿ, à êîãäà ïðèøåë ïîëó÷àòü âåùè, âûÿñíèëîñü, ÷òî îí çàáûë íîìåð. Îí
òîëüêî ïîìíèò, ÷òî â íîìåðå áûëè ÷èñëà 23 è 37. ×òîáû îòêðûòü êàìåðó,
íóæíî ïðàâèëüíî íàáðàòü ïÿòèçíà÷íûé íîìåð. Êàêîâî íàèìåíüøåå êîëè-
÷åñòâî íîìåðîâ íóæíî ïåðåáðàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà îòêðûòü êàìåðó?

Óïðàæíåíèå 27. ** Äîêàçàòü òîæäåñòâî:

|A14 . . .4An| =
∑
i

|Ai| − 2
∑
i,j

|Ai ∩Aj |+

+ 4
∑
i,j,k

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .+ (−1)n−12n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|

� àíàëîã ôîðìóëû âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.

Óïðàæíåíèå 28. ** Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(n) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n (÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçà-
èìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ ÍÎÄ ðàâåí 1). Ïóñòü n = pα1

1 . . . pαss �ðàçëîæåíèå
n íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

p1

)
.

Óïðàæíåíèå 29. * Þðà, Ë¼øà è Ìèøà êîëëåêöèîíèðóþò ìàðêè. Êîëè÷å-
ñòâî Þðèíûõ ìàðîê, êîòîðûõ íåò ó Ë¼øè, ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ìàðîê,
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êîòîðûå åñòü è ó Þðû, è ó Ë¼øè. Òî÷íî òàê æå, ÷èñëî Ë¼øèíûõ ìàðîê,
êîòîðûõ íåò ó Ìèøè, ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ìàðîê, êîòîðûå åñòü è ó Ë¼øè è ó
Ìèøè. À ÷èñëî Ìèøèíûõ ìàðîê, êîòîðûõ íåò ó Þðû, ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî
ìàðîê, êîòîðûå åñòü è ó Þðû è ó Ìèøè. Äîêàæèòå, ÷òî êàêàÿ-òî ìàðêà
åñòü ó êàæäîãî èç òðåõ ìàëü÷èêîâ.

Óïðàæíåíèå 30. * Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêîå-òî ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå
ïåðåìåííûå äëÿ ìíîæåñòâ è îïåðàöèè ∩,∪, \, íåâåðíî, òî ìîæíî íàéòè
êîíòðïðèìåð ê íåìó, â êîòîðîì ìíîæåñòâà ïóñòû èëè ñîäåðæàò ïî îäíî-
ìó ýëåìåíòó.

Óïðàæíåíèå 31. * à) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ A
è B ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ è ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ∩,∪, \? Äâà
âûðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè âåðíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííûõ; á) òîò æå âîïðîñ äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ A,B è C; â) òîò æå âîïðîñ
äëÿ n ìíîæåñòâ A1, . . . , An.

Óïðàæíåíèå 32. ** à) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ A
è B ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ è ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ∩,∪? Äâà âû-
ðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè âåðíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïå-
ðåìåííûõ; á) òîò æå âîïðîñ äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ A,B è C. Çàìå÷àíèå: Ýòà
çàäà÷à (íåìíîãî â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå) íàçûâàåòñÿ ¾ïðîáëåìà Äåäåêèí-
äà¿. Äî ñèõ ïîð íå èçâåñòåí òî÷íûé îòâåò äëÿ ñëó÷àÿ > 9 ìíîæåñòâ.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ

1) Ôèëîñîôîâ. 2) 3. 3) 25. 4) Äà, âåðíî. 5) 3. 6) 8. 7) 26. 8) 10. 9) 10. 10) à)
III ñïèñîê. b) Ìîãóò ñîâïàñòü I è II, II è III, I è III èëè III è IV. 11) 8.
12) 24 â îáîèõ ïóíêòàõ. 13) Óïðàâäîì âðåò, ò.ê. 25 + 30 + 28 − 18 − 17 −
− 16 + 15 = 47 > 45. 14) 811 + 752 + 418 − 570 − 356 − 348 + 297 = 1004 >
> 1000. 15) Òðóäíûõ çàäà÷ íà 20 áîëüøå, ÷åì ëåãêèõ. 16) Ìîãëî. 17) Äîëÿ
ãîëóáîãëàçûõ ñðåäè áëîíäèíîâ. 18) Íå ìîãëî. 19) a) 100. b) 60. c) 20. d) 160.
20) 1600. 21) Ïóñòü A � ìíîæåñòâî òî÷íûõ êâàäðàòîâ, B � êóáîâ, M �
âñåõ ÷èñåë îò 1 äî 1000000. Òîãäà |A ∪ B| = 1000 + 100 − 10 = 1090 è
|M \ (A∪B)| = 998910. 22) Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé.
23) 73 − 3 · 72 + 3 · 7− 1 = 216. 24) Ñì. ðåøåíèå ïðèìåðà 4. 25) 10%. 26) 356.
27) Ðàññìîòðåòü èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè. 28) Åñëè n êðàòíî p, òî n · (1− 1

p )

÷èñåë, ìåíüøèõ n, íå êðàòíû p. 29) Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-
èñêëþ÷åíèé. 30) Ðàññìîòðåòü ýëåìåíò, íà êîòîðîì íàðóøàåòñÿ òîæäåñòâî è
îòáðîñèòü âñå îñòàëüíûå. 31) a) 4. b) 8. c) 2n. 32) a) 4. b) 18.



Ãëàâà 2

Ôóíêöèè. Ãðàôèêè.

Ïåðâûé êóðñ. Ïåðâàÿ ïàðà ïî
ìàò. àíàëèçó â òåõíè÷åñêîì
âóçå.
Ïðåïîäàâàòåëü:

� Çàïèñûâàåì òåìó:
Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.
Ñþðúåêòèâíûå, èíúåêòèâíûå è
áèåêòèâíûå ôóíêöèè. Ñëîæíàÿ
è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ãîëîñ ñ çàäíåé ïàðòû:

� ß ïåðåäóìàë. Çàáåðèòå ìåíÿ
â àðìèþ. . .

bash.org.ru

2.1 Îáùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèåé F : A 7→ B íàçûâàåòñÿ íåêîòîðûé çàêîí,
êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûì ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A îäèí èëè
íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
îòïðàâëåíèÿ ôóíêöèè F , B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðèáûòèÿ.

Ïðèìåð 5. Ãðàôèê äåæóðñòâà ïî êëàññó ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíêöèè.
Êàæäîìó äíþ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäèí èëè íåñêîëüêî äåæóðíûõ.
Íåêîòîðûì äíÿì (âûõîäíûì) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íîëü äåæóðíûõ.

Ïðèìåð 6. f(x) = x2+3x−1
x ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíêöèè. Êàæäîìó äåé-

ñòâèòåëüíîìó ÷èñëó x (êðîìå x = 0) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî.

21
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Ïðèìåð 7. f(n) = n mod 3 =


0, n = 3k;

1, n = 3k + 1;

2, n = 3k + 2;

ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíê-

öèè. Êàæäîìó öåëîìó ÷èñëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ íà 3.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ôóíêöèè
èñïîëüçóÿ òîëüêî ìíîæåñòâà: Ôóíêöèåé íàçûâàþò ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
F ⊂ A × B. Òîãäà, åñëè x ∈ A, òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà x åñòü
F (x) = {y ∈ B | (x, y) ∈ F}.

Îïðåäåëåíèå 11. Îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé F : A 7→ B íàçûâàåòñÿ íåêî-
òîðûé çàêîí, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A íå
áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B. Áîëåå ôîðìàëüíî, îäíîçíà÷íîé ôóíê-
öèåé íàçûâàþò ìíîæåñòâî F ⊂ A × B, òàêîå, ÷òî åñëè (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ F
è y′ = y′′, òî x′ = x′′.

Çàìå÷àíèå. Â äàííîì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îäíîçíà÷íûå ôóíê-
öèè, õîòÿ ìíîãîçíà÷íûå� íå åñòü êàêàÿ-òî ýêçîòèêà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ax2 + bx+ c = 0 åãî êîðíè
X(a, b, c) = −b±

√
b2−4ac

2a ïðèíèìàåò íîëü, îäíî èëè äâà çíà÷åíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà D = b2 − 4ac. Ïîýòîìó âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü
ïðîñòî ¾ôóíêöèÿ¿, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 12. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (îáîçíà÷àåòñÿ
DF ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî DF ⊂ A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ
F (x) îïðåäåëåíà. Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè F (îáîçíà÷àåòñÿ EF )
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî EF = {F (x) : x ∈ DF .

Îïðåäåëåíèå 13. Îáðàçîì ìíîæåñòâàM ïðè îòîáðàæåíèè F íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî F (M) = {y = F (x) : x ∈ M}. Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà S ïðè
îòîáðàæåíèè F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî F−1(S) = {x : F (x) ∈ S}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî ôèãóðíûå ñêîáêè
îáû÷íî îïóñêàþò è ïèøóò F−1(y) âìåñòî F−1({y}).

Îïðåäåëåíèå 14. Èíúåêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ F , òàêóþ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x′, x′′ ∈ DF èç x′ 6= x′′ ñëåäóåò F (x′) 6= F (x′′). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, èíúåêöèÿ�ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íà ðàçíûõ àðãóìåíòàõ ïðèíèìàåò ðàçíûå
çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñþðúåêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ F : A→ B, òàêóþ,
÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ B ñóùåñòâóåò x ∈ A òàêîé, ÷òî F (x) = y. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñþðúåêöèÿ�ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå èç B.

Çàìå÷àíèå. Èíúåêöèþ èíîãäà íàçûâàþò ¾îòîáðàæåíèå â¿, à ñþðúåêöèþ
¾îòîáðàæåíèå íà¿.
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Îïðåäåëåíèå 16. Áèåêöèåé (èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæå-
íèåì) íàçûâàþò ôóíêöèþ F : A → B, ÿâëÿþùóþñÿ èíúåêöèåé è ñþðúåê-
öèåé îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü ôóíêöèè f : X −→ Y è g : Y −→ X òàêîâû, ÷òî
Df = X, Dg = Y , ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ Y âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
x = g(f(x)) è y = f(g(y)). Òîãäà ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ f è
îáîçíà÷àåòñÿ f−1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F : A → B áèåêöèÿ, DF = A. Òîãäà ñóùåñòâóåò îá-
ðàòíàÿ F−1 : B → A, êîòîðàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå y∗ ∈ B. Ïîñêîëüêó F � ñþðúåêöèÿ, òî ñóùåñòâó-
åò x ∈ A, òàêîå, ÷òî F (x) = y∗. Òàêèõ x ∈ A íå ìîæåò áûòü äâà, ò.ê. F �
èíúåêöèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå F−1, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
y∗ òàêîå x∗ áóäåò îáðàòíûì ê F .

Äîêàæåì, ÷òî F−1 � áèåêöèÿ. Ïóñòü x0 ∈ A, òîãäà ðàññìîòðèì y0 =
= F (x0), î÷åâèäíî, ÷òî F−1(y0) = x0, ñëåäîâàòåëüíî, F−1 � cþðúåêöèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F−1(y1) = F−1(y2) = x∗, òî y1 = F (x∗) è y2 = f(x∗),
ñëåäîâàòåëüíî, F−1 �èíúåêöèÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè G� îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ F, òî F � îáðàòíàÿ äëÿ G.

Ïðèìåð 8. Ôóíêöèÿ F : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} çàäàííàÿ êàê F (1) = 4,
F (2) = 2, F (3) = 1, F (4) = 3 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Îáðàòíàÿ ê íåé F−1 :
: {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} îïðåäåëåíà êàê F−1(1) = 3, F−1(2) = 2, F−1(3) = 4
è F−1(4) = 1.

Ïðèìåð 9. Ôóíêöèÿ F : R → R, F (x) = 2x + 1 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Îá-
ðàòíàÿ ôóíêöèÿ F−1(y) = y−1

2 .

Ïðèìåð 10. Ôóíêöèÿ F : R → R, F (x) = x2 íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, F (x) = F (−x), ñëåäîâàòåëüíî F �íå èíúåêöèÿ. Êðîìå òîãî,
EF = [0; +∞) 6= R, ñëåäîâàòåëüíî F íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.

Ïðèìåð 11. Ôóíêöèÿ F : [0; +∞)→ [0; +∞), F (x) = x2 ÿâëÿåòñÿ áèåêöè-
åé. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F−1(y) =

√
y.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f : X −→ Y è g : Y −→ Z.
Êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f è g (îáîçíà÷àåòñÿ g ◦ f) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
h = g ◦ f : X → Z, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Dh = {x ∈ Df | f(x) ∈ Dg}
ñëåäóþùèì îáðàçîì: h(x) = g(f(x)).

2.2 ×èñëîâûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 19. ×èñëîâîé ôóíêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèè f(x), îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ò.å. Df , Ef ⊂ R. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü îòïðàâëåíèÿ
è ïðèáûòèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè åñòü R.
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Çàìå÷àíèå. Áîëüøàÿ ÷àñòü ýòîãî êóðñà ïîñâÿùåíà ÷èñëîâûì ôóíêöèÿì.
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì ôóíêöèÿ áóäåì (åñëè ñïåöèàëüíî íå
îãîâîðåíî) ïîíèìàòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 20. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè äëÿ âñåõ
x ∈ Df âûïîëíåíî (−x) ∈ Df è f(−x) = f(x). ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Df âûïîëíåíî (−x) ∈ Df è f(−x) =
= −f(x). Ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè ÷åòíûìè íè íå÷åòíûìè íàçû-
âàþò ¾ôóíêöèè îáùåãî âèäà¿.

Ïðèìåð 12. Ôóíêöèÿ f(x) = x2 − 4x4 + |x|�÷åòíàÿ, g(x) = x3 − 3x|x|�
íå÷åòíàÿ, à x2 + x+ 1� îáùåãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 21. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé åñëè ñóùå-
ñòâóåò T > 0, òàêîå, ÷òî:
1) ∀x ∈ Df (x± T ∈ Df );
2) ∀x ∈ Df (f(x+ T ) = f(x)) .
×èñëî T íàçûâàþò ïåðèîäîì ôóíêöèè f(x). Åñëè Tmin �ïåðèîä è äëÿ ëþ-
áîãî ïåðèîäà T âûïîëíåíî Tmin ≤ T , òî Tmin íàçûâàþò íàèìåíüøèì (èëè
ãëàâíûì) ïåðèîäîì f(x).

Ïðèìåð 13. sinx, cosx èìåþò íàèìåøüíèé ïåðèîä, ðàâíûé 2π, à tg x,
ctg x� π. Ôóíêöèÿ {x} (äðîáíàÿ ÷àñòü) èìååò ïåðèîä, ðàâíûé 1.

2.3 Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôè-
êîâ.

Îïðåäåëåíèå 22. Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Γf = {(x, y = f(x)) |x ∈ Df}.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ y = f(x).

1. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x+a) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ñäâèãîì
íà a âëåâî (âïðàâî, åñëè a < 0) � ñì. ðèñ. 1.

2. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x)+a ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ñäâèãîì
íà a ââåðõ (âíèç, åñëè a < 0) � ñì. ðèñ. 2.

3. Ãðàôèê ôóíêöèè y = −f(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

4. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(−x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

5. Ãðàôèê ôóíêöèè y = a · f(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ðàñòÿ-
æåíèåì â a ðàç ïî íàïðàâëåíèþ îñè Oy (ñæàòèåì, åñëè a < 1) � ñì.
ðèñ. 5.
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a

y = f(x+ a) y = f(x)

x

y

a y = f(x) + a

y = f(x)

x

y

y = a · f(x)

y = f(x)

x

y
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y = f(a · x)y = f(x)

x

y

y = |f(x)|

y = f(x)

x

y

6. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(a · x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ñæà-
òèåì â a ðàç ïî íàïðàâëåíèþ îñè Ox (ðàñòÿæåíèåì, åñëè a < 1) � ñì.
ðèñ. 6.

7. Ãðàôèê ôóíêöèè y = |f(x)| ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Ox òîé ÷àñòè ãðàôèêà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà
íèæå ýòîé îñè � ñì. ðèñ. 7.

8. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(|x|) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Oy òîé ÷àñòè ãðàôèêà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà
ïðàâåå ýòîé îñè, ïðè÷åì òó ÷àñòü, ÷òî ðàñïîëîæåíà ëåâåå îñè ñëåäóåò
îòáðîñèòü � ñì. ðèñ. 8.

9. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f−1(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
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y = f(|x|)

y = f(x)

x

y

íèåì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x� ñì. ðèñ. 9.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X è Y ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèå f : X −→
−→ Y èìååò îáðàòíîå. Òîãäà ãðàôèêè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé f è f−1

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Ôóíêöèÿ f íå÷¼òíàÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1 íå÷¼òíàÿ, f ñòðîãî âîçðàñòàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò, f ñòðîãî óáûâàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f−1 ñòðîãî óáûâàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òî÷êà A(x0, y0) ∈ Γf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B(y0, x0) ∈ Γf−1 ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Òî÷êà C(x0+y0

2 , y0+c0
2 )� ñåðåäèíà

îòðåçêà [AB]. Ïóñòü (·) O(0; 0) � íà÷àëî êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî C ∈ Γy=x,

y = f−1(x)

y = f(x)

y = x

x

y
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|OA| = |OB| =
√
x2

0 + y2
0 . Òîãäà åñëè òî÷êè A, B,C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé, òî [OC] åñòü ìåäèàíà è âûñîòà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AOB.
Çíà÷èò, òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Åñëè æå
òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî îíè ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî âñå
ðàçëè÷íû, è òîãäà èç y0 = kx0, x0 = ky0, x0 6= y0 ñëåäóåò, ÷òî k = −1. Òàê
êàê ïðÿìûå y = x è y = −x ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî è â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè A
è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Äàëåå, åñëè f íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, òî (x0, y0) ∈ Γf ⇐⇒ (−x0,−y0) ∈ Γf .
Òîãäà èìååì: (y0, x0) ∈ Γf−1 ⇐⇒ (x0, y0) ∈ Γf ⇐⇒ (−x0,−y0) ∈ Γf ⇐⇒
⇐⇒ (−y0,−x0) ∈ Γf−1 , òî åñòü, (y0, x0) ∈ Γf−1 ⇐⇒ (−y0,−x0) ∈ Γf−1 .
Òàêèì îáðàçîì, f−1 íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, f íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ ⇐⇒
f−1 íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî x1 < x2 ⇐⇒ y1 < y2. Òàê êàê (y0, x0) ∈
∈ Γf−1 ⇐⇒ (x0, y0) ∈ Γf , òî è f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, f ñòðîãî âîç-
ðàñòàåò⇐⇒ f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Àíàëîãè÷íî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãî-
ãî óáûâàíèÿ.

2.4 Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

.

• Ôóíêöèÿ f(x) = C, êîòîðàÿ ðàâíà âñþäó íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó
÷èñëó íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé èëè êîíñòàíòíîé ôóíêöèåé. ×àñòî ýòî
ôàêò çàïèñûâàþò â ôîðìå f ≡ const. Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè áóäåò
ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ.

• Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y = kx+ b. Åå ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ íàêëîííàÿ (ò.å.
íå âåðòèêàëüíàÿ) ïðÿìàÿ, ïðè÷åì b� òî÷êà, â êîòîðîé ãðàôèê ïåðå-
ñåêàåò îñü Oy, à k� òàíãåíñ óãëà íàêëîíà (ò.å. óãëà ìåæäó ïðÿìîé è
îñüþ Ox.

• Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ (êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí) f(x) = ax2 + bx + c,
a 6= 0. Åå ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû
ââåðõ ïðè a > 0 è âíèç ïðè a < 0.

• Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) = xn. Ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ãðàôèê èìååò
ôîðìó ïîõîæóþ íà ïàðàáîëó, ïðè íå÷åòíûõ� íà êóáè÷åñêóþ ïàðàáî-
ëó.

• Ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè Pn(x) = anx
n + an−1 + . . . + a1x + a0, ãäå

a0, ..., an �ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà (an 6= 0), êîòîðûå íàçûâàþò êîýô-
ôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà Pn.

• Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = k
x , ãäå k 6= 0�ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Åå

ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà.
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• Êâàäðàòíûé êîðåíü f(x) =
√
x�ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè x > 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ êâàäðàòíûé êîðåíü èç x (àðèôìåòè÷åñêèé) åñòü íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí x, ò.å. (

√
x)2 = x. Ãðàôè-

êîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíà ïàðàáîëû, îòðàæåííàÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé y = x. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîðíè ÷åòíîé ñòåïåíè
f(x) = 2n

√
x. Èõ ãðàôèêè ïîõîæè íà ãðàôèê y =

√
x

• Êóáè÷åñêèé êîðåíü f(x) = 3
√
x�ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé ÷èñ-

ëîâîé îñè. Ïî îïðåäåëåíèþ êóáè÷åñêèé êîðåíü (àëãåáðàè÷åñêèé) åñòü
÷èñëî, êóá êîòîðîãî ðàâåí x. Ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ïàðàáî-
ëà, îòðàæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò-
ñÿ êîðíè äðóãèõ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé f(x) = 2n+1

√
x. Èõ ãðàôèêè ïîõîæè

íà ãðàôèê y = 3
√
x

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 33. Ïåðå÷èñëèòü âñå îòîáðàæåíèÿ {1, 3} → {4, 5}, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ à) áèåêöèåé; á) èíúåêöèåé; â) ñþðúåêöèåé.

Óïðàæíåíèå 34. Âñåãäà ëè âûïîëíåíî a) f−1
(
f(Df )

)
= Df? b) f

(
f−1(Ef )

)
=

= Ef?

Óïðàæíåíèå 35. a) Ïóñòü f(A) ⊂ f(B) (A,B ⊂ Df ). Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî,
÷òî A ⊂ B? b) Ïóñòü f−1(A) ⊂ f−1(B) (A,B ⊂ Ef ). Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî,
÷òî A ⊂ B?

Óïðàæíåíèå 36. a) Ïóñòü ∀A ⊂ Df âûïîëíåíî f−1
(
f(A)

)
= A. ×òî ìîæíî

ñêàçàòü ïðî ôóíêöèþ f? b) Ïóñòü ∀B ⊂ Ef âûïîëíåíî f
(
f−1(B)

)
= B. ×òî

ìîæíî ñêàçàòü ïðî ôóíêöèþ f?

Óïðàæíåíèå 37. Äîêàçàòü ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f âûïîëíåíî
a) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).
b) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B).
c) Ìîæíî ëè â ïóíêòå ¾b¿ çàìåíèòü çíàê ¾⊂¿ íà ¾=¿?

Óïðàæíåíèå 38. a) Äîêàçàòü ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f âûïîëíå-
íî âêëþ÷åíèå f(A) \ f(B) ⊂ f(A \ B). b) Ìîæíî ëè çàìåíèòü çíàê ¾⊂¿ íà
¾=¿?

Óïðàæíåíèå 39. Ïóñòü A ⊆ Df è B ⊆ Ef . Äîêàçàòü, ÷òî f(A)∩B = f(A∩
∩ f−1(B)).

Óïðàæíåíèå 40. Ïóñòü ìíîæåñòâî A êîíå÷íî. a) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî f :
: A → A�èíúåêöèÿ. Äîêàçàòü ÷òî f � áèåêöèÿ. b) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî
f : A→ A� ñþðúåêöèÿ. Äîêàçàòü ÷òî f � áèåêöèÿ.

Óïðàæíåíèå 41. a) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò
çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè, ò.å. F ◦ (G ◦H) = (F ◦G) ◦H.
b) Ïðèâåñòè ïðèìåð F : [0; 1] → [0; 1] è G : [0; 1] → [0; 1], äëÿ êîòîðûõ íå
âûïîëíåí çàêîí êîììóòàòèâíîñòè, ò.å. F ◦G 6= G ◦ F .
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Óïðàæíåíèå 42. Ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ: a) f(x)+f(1−x) =

= x2; b) 2f(x)+f(1/x) = 2x; c) f
(
x+1
x−2

)
+2f

(
x−2
x+1

)
= x; d) 2f(3−x)+3f(x−

− 1) = 2x− 1. e)*2f(x)− f
(

2x+1
x−2

)
= 1

x−2 . f)**f(x) + f
(

1
1−x

)
= x.

Óïðàæíåíèå 43. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó Pn(x2) ≡ (Pn(x))

2.

Óïðàæíåíèå 44. (ìåõ-ìàò, 2001) ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè âñåõ x ∈ R óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ x+f(x) = f(f(x)). a) Äîêàæèòå, ÷òî f �èíúåêöèÿ.
b) Ðåøèòå óðàâíåíèå f(f(x)) = 0.

Óïðàæíåíèå 45. (ÏÂÃ, 2005) Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè f è g, îïðåäå-
ëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïðè êàæäîì x ∈ R óäîâëåòâîðÿþùèå
ðàâåíñòâàì f(g(x)) = x2 è g(f(x)) = x3.

Óïðàæíåíèå 46. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f(x +
+ y) = f(x) + f(y) + 80xy ïðè âñåõ x, y ∈ R. Íàéäèòå f( 4

5 ), åñëè f( 1
4 ) = 2.

Óïðàæíåíèå 47. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, óäîâëåòâîðÿþùèå
íåðàâåíñòâó

f(x+ y) + f(x+ z) + f(x+ t) + f(y + z)+

+ f(y + t) + f(z + t) > 6f(x− 3y + 5z + 7t)

ïðè âñåõ x, y, z, t ∈ R.

Óïðàæíåíèå 48. Çàäàíà ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî f(x+y) = f(x)+f(y) ïðè
âñåõ x, y ∈ R. Èçâåñòíî, ÷òî f(9) = −3. a) Íàéäèòå f(−3). b*) Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ôóíêöèé (ò.å. òàêèõ, ÷òî f(x+y) =
= f(x) + f(y) è f(9) = −3).

Óïðàæíåíèå 49. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè: a) f(x) =

{
x2, x > 1;

|x|, x 6 1
;

b) f(x) = x+ |x|; c) f(x) =
∣∣|x+ 2| − 3

∣∣+ 4; d) f(x) = |x2−1|
x−1 ; e) f(x) = x3+8

x+2 ;

f) f(x) =
√
x4 − 8x2 + 16; g) f(x) =

√
x2 −

√
x4 − 3

√
x6; h) f(x) = [ 3

√
x];

i) f(x) = [|x| − |x− 1|]; j*) f(x) =
{

1
x2+x+1

}
.

Óïðàæíåíèå 50. Ïîñòðîèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê
(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: a) |y| = |x|; b) |y| > x+ 1; c) |x+ y| 6 1;
d) |x|+ |y| 6 1; e) |y| − y = |x| − x;

Óïðàæíåíèå 51. Íàéäèòå îáðàòíûå ôóíêöèè ê çàäàííûì è ïîñòðîéòå èõ
ãðàôèêè: a) y = −(x + 2)2 + 3, x ∈ (−2; +∞); b) y =

√
x2 − 1, x ∈ [1; +∞);

c) y = x+2
1−x , x ∈ (1; +∞); d) y = 1

1+x2 , x ∈ (−∞; 0]; e) y = x|x|+ 2x, x ∈ R.

Óïðàæíåíèå 52. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = |k1x+b1|+|k2x+
+b2|+ . . .+ |knx+bn| (ãäå ki, bi �ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà) ÿâëÿåòñÿ ëîìàííîé.
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Óïðàæíåíèå 53. Êàê ïî ãðàôèêó ôóíêöèè îïðåäåëèòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
à) èíúåêöèåé? á) áèåêöèåé? â) ÷åòíîé? ã) ïåðèîäè÷åñêîé?

Óïðàæíåíèå 54. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà âñåé ïðÿ-
ìîé, a) êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà (−3;−2) è îòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ (−∞;−3) è (−2; +∞). b) ...êîòîðàÿ
ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëàõ (−3;−2) è (0; 1) è îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ (−∞;−3); (−2; 0) è (1; +∞).

Óïðàæíåíèå 55. Çàäàíà ôóíêöèÿ f , ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = 6.
Ïðè x ∈ [−2; 4] îíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f(x) = |x−2|−3. a) Íàéäèòå çíà÷åíèå
âûðàæåíèÿ 4f(11)− 2f(−15). b) Ïîñòðîéòå ãðàôèê y = f(x).

Óïðàæíåíèå 56. Çàäàíà ôóíêöèÿ f , ÷åòíàÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì
T = 6. Ïðè x ∈ [0; 3] îíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f(x) = x2−2x−2. a) Ïîñòðîéòå
ãðàôèê y = f(x). b) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè íà îòðåçêå [−5; 4].

Óïðàæíåíèå 57. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì T = 8. Íà îòðåçêå
[0; 4] ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ðàâåíñòâîì f(x) = x2 − 4x. Îïðåäåëèòå
êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [−2; 5].

Óïðàæíåíèå 58. Ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì 2. Íà
ïðîìåæóòêå [0; 2) ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé = x2 − 2. Ñêîëüêî
ðàç ïåðåñåêàþòñÿ ãðàôèêè ôóíêöèé = f(x) è = 1 íà îòðåçêå [1; 7]?

Óïðàæíåíèå 59. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ = f(x) ñ ïåðèîäîì T = 3 îïðå-
äåëåíà äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íà îòðåçêå [1; 7] óðàâíåíèå f(x) = 0
èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ êîðíåé.

Óïðàæíåíèå 60. ×åòíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. Äëÿ ôóíêöèè g(x) = 8,5 + (f(x − 9,5)/x − 9,5) âû÷èñëèòå ñóììó
g(9) + g(10).

Óïðàæíåíèå 61. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèå 62. Èçâåñòíî, ÷òî f(x) è g(x)�íå÷åòíûå ôóíêöèè, îïðåäå-
ëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ôóíêöèè: a) f(x)+
+ g(x); b) f(x)− g(x); c) f(x)g(x); d) f(x)/g(x); e) f(g(x)); f) f2(x) + g2(x)?

Óïðàæíåíèå 63. Èçâåñòíî, ÷òî f(x)�÷åòíàÿ, à g(x)�íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îïðåäåëèòü òèï ôóíêöèè: a) |f(x)|;
b) |g(x)|; c) f(−x) + g(|x|); d) g(−x); e) xf(x) + x2g(x); f) g(x|x|)?

Óïðàæíåíèå 64. ßâëÿåòñÿ ëè îãðàíè÷åííîé ñâåðõó/ñíèçó ôóíêöèÿ íà
óêàçàííîì ìíîæåñòâå: a) x2 +3x+5, x ∈ [1; 3]; b) 1√

1−x2
, x ∈ (−1; 1); c) |x+1|

x3+1 ,

x ∈ R; d) x4 − 2x2 + 3, x ∈ R; e) |x| − |x − 1|, x ∈ R; f) 1
3
√

2−x , x ∈ (2,+∞);

g) x2+2x+3
x2+x+1 , x ∈ R.
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Óïðàæíåíèå 65. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x), îãðàíè÷åííîé íà ìíî-
æåñòâåM è g(x) � íåîãðàíè÷åííîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, òàêèõ, ÷òî: a) f(x)g(x)
îãðàíè÷åíà íà M ; b) f(x)g(x) íå îãðàíè÷åíà íà M ; c) f(x)/g(x) îãðàíè÷åíà
íà M ; d) f(x)/g(x) íå îãðàíè÷åíà íà M ;

Óïðàæíåíèå 66. a) Äîêàçàòü, ÷òî F (x) = x
√
x4 + 1 ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé.

b) Ðåøèòü óðàâíåíèå 2x
√

16x4 + 1 + (3− x)
√

(x− 3)4 + 1 = 0.

Óïðàæíåíèå 67. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ/óáûâàíèÿ ôóíêöèè:
a) x2 − 8x+ 11; b) 1

1+x2 ; c) x4 − x2; d)
∣∣|x− 1| − 2

∣∣;



Ãëàâà 3

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 23. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íàçûâàåòñÿ ñïîñîá
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, ñîñòîÿùèé â ñëåäóþùåì: ïóñòü åñòü íåêîòî-
ðîå óòâåðæäåíèå U(n), çàâèñÿùåå îò n ∈ N è íàäî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå
äëÿ âñåõ n ∈ N. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:

1. Áàçà èíäóêöèè. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå U(1).

2. Øàã èíäóêöèè. Äîêàæåì, ÷òî èç óòâåðæäåíèé U(1),U(2), . . . ,U(n−
− 1) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå U(n).

Äîêàçàòåëüñòâî (êîððåêòíîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè).
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü U(n) âåðíî íå ïðè âñåõ n ∈ N. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ íàèìåíüøåå n0, ïðè êîòîðîì óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Íîìåð n0 íå ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ 1, ýòî ñëåäóåò èç áàçû èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ
U(1),U(2), . . . ,U(n0 − 1) âåðíû, à èç íèõ è âûòåêàåò U(n0).

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè.

3.1 ¾Õàíîéñêèå áàøíè¿

Ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íà ïðèìå-
ðå èãðû ¾Õàíîéñêèå áàøíè¿. Ýòî ñòàðèííàÿ èãðà, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì: Íà ïîäñòàâêå óêðåïëåíû òðè ñòåðæíÿ. Íà ëåâûé ñòåðæåíü íà-
íèçàíî íåñêîëüêî êîëåö ðàçíîãî ðàçìåðà, âíèçó ñàìîå áîëüøîå êîëüöî, íà
íåì ïîìåíüøå, ñâåðõó åùå ìåíüøå è ò. ï. Ïðàâèëà èãðû òàêîâû:

1. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåíîñèòü òîëüêî îäíî êîëüöî.

2. Ëþáîå êîëüöî ìîæíî óêëàäûâàòü ëèáî íà áîëüøåå êîëüöî, ëèáî íà
ñâîáîäíûé ñòåðæåíü, ò.å. çàïðåùåíî óêëàäûâàòü áîëüøåå êîëüöî íà
ìåíüøåå.

33
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Êàêîâî íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåíåñòè âñå
êîëüöà ñ ëåâîãî ñòåðæíÿ íà ïðàâûé (ïðè ýòîì ñðåäíèé ñòåðæåíü èñïîëüçó-
åòñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíûé)?

Ïîèãðàâ íåìíîãî ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì êîëåö, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ îä-
íèì êîëüöîì ãîëîâîëîìêà ðåøàåòñÿ çà 1 õîä, ñ äâóìÿ� çà 3 õîäà, ñ òðåìÿ�
çà 7, ñ ÷åòûðüìÿ� çà 15 è.ò.ä. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷èñëî õîäîâ äëÿ
n êîëåö íà åäèíèöó ìåíüøå n�é ñòåïåíè äâîéêè. Íî êàê ýòî ïðîâåðèòü äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé n? Èõ æå áåñêîíå÷íî ìíîãî! Íà ïîìîùü ïðèõîäèò ìåòîä ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:

Óòâåðæäåíèå 1. Ãîëîâîëîìêó ñ n êîëüöàìè ìîæíî ðåøèòü çà 2n − 1
õîäîâ è íåëüçÿ � çà ìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n:
Áàçà èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà, ãîëîâîëîìêà ñ 1 êîëüöîì ðåøà-
åòñÿ çà 1 õîä� ïðîñòî ïåðåêëàäûâàåì êîëüöî ñ ïåðâîãî ñòåðæíÿ íà òðåòèé.
Øàã èíäóêöèè. Ñäåëàåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ n − 1 êîëüöà çàäà÷à
ðåøàåòñÿ çà 2n−1 − 1 õîäîâ. Òîãäà,î÷åâèäíî, ìîæíî ïåðåëîæèòü êîëüöà ñ
1�ãî ïî n− 1�å çà ñòîëüêî æå õîäîâ íà âòîðîé ñòåðæåíü; çàòåì ïåðåëîæèòü
n�å êîëüöî íà òðåòèé ñòåðæåíü, à ïîòîì, îïÿòü çà 2n−1−1 õîäîâ ïåðåëîæèòü
êîëüöà ñ 1�ãî ïî n − 1�å ñî âòîðîãî ñòåðæíÿ íà òðåòèé. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ
(2n−1 − 1) + 1 + (2n−1 − 1) = 2n − 1 õîäîâ.

Çà ìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ãîëîâîëîìêó ðåøèòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó, êàê
áû ìû íå ïåðåêëàäûâàëè êîëüöà, íàäî â êàêîé-òî ìîìåíò ïåðåëîæèòü n-å
êîëüöî ñ ïåðâîãî ñòåðæíÿ íà òðåòèé, à ýòî âîçìîæíî, òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
âñå îñòàëüíûå êîëüöà ëåæàò íà âòîðîì ñòåðæíå.

3.2 Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè

Òåîðåìà 4 (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Ïóñòü x > −1 è x 6= 0; n ∈ N \ {1}.
Òîãäà (1 + x)n > 1 + nx.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè. Î÷åâèäíî (1 + x)2 = 1 + 2x+ x2 > 1 + 2x.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü n > 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

(1 + x)n−1 > 1 + (n− 1)x.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà 1 + x > 0. Òîãäà

(1 + x)n > (1 + (n− 1)x) (1 + x) = 1 + nx+ (n− 1)x2 > 1 + nx.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè ëþáûõ α, β > 0, α 6= β è n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

αn+1 + n · βn+1 > (n+ 1) · αβn.



3.3. ÔÎÐÌÓËÀ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ�ÈÑÊËÞ×ÅÍÈÉ. 35

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì α

β = 1 + x, òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè(
α

β

)n+1

> 1 + (n+ 1)x = (n+ 1)

(
α

β

)
− n.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà βn+1, ïîëó÷èì

αn+1 > (n+ 1) · αβn − n · βn+1.

Ïåðåíîñÿ n · βn+1 âëåâî, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

3.3 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé.

Äîêàæåì ôîðìóëó âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé (òåîðåìà 1): Äîêàçàòåëüñòâî.

|A1 ∪ . . . ∪An| =
∑

1≤i≤n

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An|.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 2 ïðåäñòàâèì A1 ∪A2 = (A1 \A2) ∪ (A1 ∩A2) ∪
∪(A2\A1), ïðè÷åì òðè ìíîæåñòâà, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïîýòîìó

|A1 ∪A2| = |A1 \A2|+ |A1 ∩A2|+ |A2 \A1| =
= |A1| − |A1 ∩A2|+ |A1 ∩A2|+ |A2| − |A1 ∩A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ïðè n = 2.
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n− 1, îáî-
çíà÷èì B = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An−1 è B′ = B ∩ An = (A1 ∩ An) ∪ (A2 ∩ An) ∪
∪ . . . ∪ (An−1 ∩ An). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê An è B,
ïîëó÷èì

|A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An| = |B ∪An| = |B|+ |An| − |B′|. (3.3.1)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ B è B′ òîæå ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ò.ê.
êàæäîå èç íèõ ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå n− 1 ìíîæåñòâà. Ïîëó÷àåì, ÷òî

|B| =
∑

1≤i≤n−1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj |+

+
∑

1≤i<j<k≤n−1

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .+ (−1)n−2|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1|
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|B′| =
∑

1≤i≤n−1

|Ai ∩An| −
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj ∩An|+

+
∑

1≤i<j<k≤n−1

|Ai∩Aj∩Ak∩An|− . . .+(−1)n−2|A1∩A2∩ . . .∩An−1∩A−n|

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â 3.3.1 è çàìåòèâ, ÷òî ÷ëåíû ñîäåðæàùèå
íå÷åòíîå ÷èñëî ìíîæåñòâ èäóò ñî çíàêîì ¾+¿, à ÷åòíîå � ñî çíàêîì ¾�¿,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

3.4 Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç ÷èñåë ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• Â ïåðâîì ðÿäó îäíî ÷èñëî � 1.

• Â êàæäîì ñëåäóþùåì ðÿäó ÷èñåë íà îäíî áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì.

• Â êàæäîì ðÿäó êðàéíèå ÷èñëà ðàâíû 1.

• Íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî ðÿäà êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå äâóõ ñâîèõ ñîñå-
äåé: ñâåðõó�ñëåâà è ñâåðõó�ñïðàâà.

Ýòó êîíñòðóêöèþ íàçûâàþò òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ (ñì. ðèñ. 3.4).

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

. . . . . . . . .

Ðèñ. 3.1: Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. ×èñëî, ñòîÿùåå â n + 1 ðÿäó íà k + 1 ìåñòå ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëå Ckn = n!

k!(n−k)! , ãäå ÷èñëà Ckn �÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî k øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êîìáèíàòîðèêå.
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C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

Ðèñ. 3.2: Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî íîìåðó ðÿäà.

Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 ïîëó÷èì C0
0 = 0!

0!0! = 1.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè âåðíî äëÿ n ðÿäà. Äî-
êàæåì åãî äëÿ n + 1�ãî Äëÿ êðàéíèõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èì: C0

n = n!
0!n! = 1;

Cnn = n!
n!0! = 1. Äëÿ îñòàëüíûõ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóììà ñîñåäåé

ñâåðõó ðàâíà

Ck−1
n−1 + Ckn−1 =

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
+

(n− 1)!

k!(n− 1− k)!
=

=
(n− 1)! · k
k!(n− k)!

+
(n− 1)! · (n− k)

k!(n− k)!
=

(n− 1)! · n
k!(n− k)!

=
n!

k!(n− k)!
= Ckn.

Çàìå÷àíèå. Ïîïóòíî áûëî äîêàçàíî òîæäåñòâî Ck−1
n−1 +Ckn−1 = Ckn. Îíî íàì

ïîçäíåå ïîíàäîáèòñÿ
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3.5 Áèíîì Íüþòîíà.

� Âû êîãäà óìðåòå?
Òóò óæ áóôåò÷èê âîçìóòèëñÿ.
� Ýòî íèêîìó íå èçâåñòíî è
íèêîãî íå êàñàåòñÿ,
� îòâåòèë îí.
� Íó äà, íåèçâåñòíî,
� ïîñëûøàëñÿ âñå òîò æå
äðÿííîé ãîëîñ èç êàáèíåòà,
� ïîäóìàåøü, áèíîì Íüþòîíà!
Óìðåò îí ÷åðåç äåâÿòü ìåñÿöåâ,
â ôåâðàëå áóäóùåãî ãîäà, îò
ðàêà ïå÷åíè â êëèíèêå Ïåðâîãî
ÌÃÓ, â ÷åòâåðòîé ïàëàòå.

Ì.À.Áóëãàêîâ,

Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà.

Áèíîì1 � âûðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç äâóõ îäíî÷ëåíîâ. Ôîðìóëà Íüþ-
òîíà ïîçâîëÿåò âîçâîäèòü äâó÷ëåí â ëþáóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ∈ N. Òîãäà

(1 + x)n = C0
n + C1

n · x+ C2
n · x2 + . . .+ Cn−1

n · xn−1 + Cnn · xn

.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî (1 + x)1 = 1 + x = C0

1 + C1
1 · x

î÷åâèäíî, âûïîëíåíî.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ôîðìóëà âåðíà äëÿ n − 1. Óìíîæèì îáå ÷àñòè
òîæäåñòâà

(1 + x)n−1 = C0
n−1 + C1

n−1 · x+ . . .+ Cn−1
n−1 · xn−1

íà (1 + x). Ïîëó÷èì

(1+x)n = C0
n−1+C0

n−1 ·x+C1
n−1 ·x+C1

n−1 ·x2+. . .+Cn−1
n−1 ·xn−1+Cn−1

n−1 ·xn =

= C0
n−1+(C0

n−1+C1
n−1)·x+(C1

n−1+C2
n−1)·x2+. . .+(Cn−2

n−1+Cn−1
n−1 )·xn−1+Cn−1

n−1 ·xn =

= C0
n + C1

n · x+ C2
n · x2 + . . .+ Cn−1

n · xn−1 + Cnn · xn,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü Çàìåíà C0
n−1 íà C

0
n è Cn−1

n−1 íà Cnn çàêîííà, òàê
êàê âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû 1.

1binom� äâó÷ëåí, ëàò.
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3.6 Íåðàâåíñòâî Êîøè.

Ïðèíöèï îáðàòíîé èíäóêöèè. Íåðàâåíñòâî Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 24. Ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñåë a1, ..., an íàçûâàþò
âåëè÷èíó ā = a1+...+an

n .

Îïðåäåëåíèå 25. Ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ÷èñåë b1 > 0, ..., bn > 0
íàçûâàþò âåëè÷èíó b̃ = n

√
b1 · . . . · bn.

Òåîðåìà 6 (Íåðàâåíñòâî Êîøè). Ïóñòü a1, . . . an > 0. Òîãäà

1. n
√
a1 · . . . · an 6 a1+...+an

n , ò.å. ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íå ïðåâîñõîäèò
ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî.

2. Ðàâåíñòâî â ïóíêòå 1 äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 =
= a2 = . . . = an.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé

Ïðèíöèï îáðàòíîé èíäóêöèè.2 Åñëè óòâåðæäåíèå P(n) äîêàçàíî äëÿ
íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n1 < n2 < ... <
< nk < ... è äîêàçàíî, ÷òî P(n)⇒ P(n− 1), òî óòâåðæäåíèå P(n) äîêàçàíî
äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ
nk, òàêîå, ÷òî nk > n è ÷òî P(nk)⇒ P(nk − 1)⇒ . . .⇒ P(n).

Äîêàæåì òåïåðü òåïåðü íåðàâåíñòâî Êîøè.
Âûáåðåì nk = 2k è äîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêèõ n íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî.

Äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî k.
Áàçà èíäóêöèè. (

√
a1 −

√
a2)2 > 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî

ïðè a1 = a2. Ðàñêðîåì ñêîáêè a1− 2
√
a1a2 + a2 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, a1+a2

2 >
>
√
a1a2.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ 2k, äîêàæåì äëÿ 2k+1. Ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè

2k
√
a1 · . . . · a2k 6

a1 + . . .+ a2k

2k
è 2k
√
a2k+1 · . . . · a2k+1 6

a2k+1 + . . .+ a2k+1

2k
.

Ïðèìåíèì ê 2k
√
a1 · . . . · a2k è 2k

√
a2k+1 · . . . · a2k+1 íåðàâåíñòâî äëÿ n = 2,

ïîëó÷èì

2k+1√a1 · . . . · a2k+1 =
√

2k
√
a1 · . . . · a2k · 2k

√
a2k+1 · . . . · a2k+1 6

6
1

2

(
2k
√
a1 · . . . · a2k + 2k

√
a2k+1 · . . . · a2k+1

)
6

6
a1 + . . .+ a2k + a2k+1 + . . .+ a2k+1

2k+1
,

2Èíîãäà åùå íàçûâàþò èíäóêöèåé Êîøè
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî
òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Èòàê, íåðàâåíñòâî Êîøè äîêàçàíî äëÿ n = 2k. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöè-
ïîì îáðàòíîé èíäóêöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óêàçàííîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n è äîêàæåì äëÿ
n− 1.

Ïóñòü äàíû a1,..., an−1. Â êà÷åòñâå an âûáåðåì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
ýòèõ ÷èñåë an = a1+...+an−1

n−1 è ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííûì ÷èñëàì íåðàâåíñòâî
äëÿ n, ïîëó÷èì

n
√
a1 · . . . · an 6

a1 + . . .+ an
n

=
1

n

(
a1 + . . .+ an−1 +

a1 + . . .+ an−1

n− 1

)
=

=
a1 + . . .+ an−1

n− 1
= an.

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà n
√
an:

n
√
a1 · . . . · an−1 6

an
n
√
an

= a
n−1
n

n .

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â ñòåïåíü n
n−1 , ïîëó÷èì

n−1
√
a1 · . . . · an−1 6 an =

a1 + . . .+ an−1

n− 1
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.6.1 Ñóììû ñòåïåíåé.

Â ðàçäåëå ??? áûëà äîêàçàíà ôîðìóëà 12 + 22 + . . .+n2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1).

Âîçíèêàåò âîïðîñ � âîçìîæíî ëè âûïèñàòü àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ
ñóìì êóáîâ, ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé è ò.ä.? Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü.
Îáîçíà÷èì Sk(n) = 1k + 2k + . . .+ nk. Î÷åâèäíî, S0(n) = n, S1(n) = n(n+1)

2 .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñóììû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, âîñïîëüçóåìñÿ ñëå-
äóþùèì ïðèåìîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ¾òåëåñêîïè÷åñêîå ñóììèðîâàíèå¿3.
Ñóòü ìåòîäà â òîì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bi = ai+1− ai ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü ñóììó Sn = b1 + b2 + . . .+ bn = (a2−a1) + (a3−a2) + . . .+ (an+1−an) =
= an+1 − a1.

Èòàê, ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå bn ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: bi =
= (i+ 1)k+1 − ik+1 = C1

k+1i
k +C2

k+1i
k−1 + . . .+Ckk+1i+Ck+1k + 1 � ïðàâàÿ

÷àñòü ïîëó÷åíà ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà.

3Ó÷àùèåñÿ ÑÓÍÖ çíàêîìû ñ ýòèì ïðèåìîì ïî Ëåòíåé øêîëå
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Çàïèøåì ýòè ÷ëåíû äëÿ i îò 1 äî n:

2k+1 − 1k+1 = C1
k+1 · 1k + C2

k+1 · 1k−1 + . . .+ Ck+1
k+1 ;

3k+1 − 2k+1 = C1
k+1 · 2k + C2

k+1 · 2k−1 + . . .+ Ck+1
k+1 ;

. . . . . .

nk+1 − (n− 1)k+1 = C1
k+1 · (n− 1)k + C2

k+1 · (n− 1)k−1 + . . .+ Ck+1
k+1 ;

(n+ 1)k+1 − nk+1 = C1
k+1 · nk + C2

k+1 · nk−1 + . . .+ Ck+1
k+1 ;

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì:

(n+ 1)k+1 − 1 = C1
k+1 · Sk(n) + C2

k+1 · Sk−1(n) + . . .+ Ck+1
k+1 · S0(n).

Âûðàçèì îòñþäà Sk(n), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

Sk(n) =
1

k + 1

(
(n+ 1)k+1 − C2

k+1 · Sk−1(n)− . . . Ck+1
k+1 · S0(n)− 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ
ñóììû k-õ ñòåïåíåé (õîòÿ äëÿ áîëüøèõ k ýòî ìîæåò áûòü äîëãî è óòîìè-
òåëüíî).

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà Sk(n) âûðàæàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k + 1 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1

k+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 68. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ïðàâèëîì: a1 = 1, à
êàæäûé ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå an+1 = 2an+ 1.
Äîêàæèòå, ÷òî an = 2n − 1.

Óïðàæíåíèå 69. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 8 ðóáëåé, ìîæíî
âûïëàòèòü ìîíåòàìè ïî 3 ðóáëÿ è 5 ðóáëåé.

Óïðàæíåíèå 70. Ïî ëåãåíäå, ãäå-òî â äæóíãëÿõ åñòü äðåâíèé õðàì, â
êîòîðîì ìîíàõè ðåøàþò ãîëîâîëîìêó ¾Õàíîéñêèå áàøíè¿ ñ 64 êîëüöàìè. À
êîãäà îíè åå ðåøàò� íàñòóïèò êîíåö ñâåòà. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî îñòàëîñü
äî êîíöà ñâåòà, åñëè íà 1 õîä îíè òðàòÿò îäíó ñåêóíäó, à ïåðåêëàäûâàòü
êîëüöà íà÷àëè 1 ÿíâàðÿ 1 ãîäà í.ý.

Óïðàæíåíèå 71. a) Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòû 4 × 4, 8 × 8, 16 × 16,. . . ñ
âûðåçàííîé óãëîâîé êëåòêîé ìîæíî ðàçðåçàòü íà òàêèå ¾óãîëêè¿ èç òð¼õ
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êëåòîê; b) Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ðàçìåðà 4 × 4, 8 × 8, 16 ×
× 16,. . . ñ ïðîèçâîëüíîé âûðåçàííîé êëåòêîé ìîæíî ðàçðåçàòü íà òàêèå
æå ¾óãîëêè¿.

Óïðàæíåíèå 72. Íà ñêîëüêî èçìåíÿòñÿ ñóììû 1− 1
2 + 1

3−
1
4 +. . .+ 1

2n−1−
1

2n

è 1
n+1 + 1

n+2 + 1
n+3 + . . .+ 1

2n−1 + 1
2n , åñëè óâåëè÷èòü n íà 1? Äîêàçàòü, ÷òî

ýòè ñóììû ðàâíû äðóã äðóãó ïðè âñåõ n.

Óïðàæíåíèå 73. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî x+1/x� öåëîå. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà
x2 + 1/x2, x3 + 1/x3, x4 + 1/x4, . . . , xn + 1/xn òàêæå öåëûå.

Óïðàæíåíèå 74. Äîêàçàòü òîæäåñòâà: a) 1+2+ . . .+n = n(n+1)
2 ; b) 1+3+

+ 5 + . . .+ (2n− 1) = n2; c) 12 + 22 + 32 + . . .+n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ; d) 12 + 32 +

+52 + . . .+(2n−1)2 = n(4n2−1)
3 ; e) 1 ·21 +2 ·22 + . . .+n ·2n = (n−1) ·2n+1 +2;

f) 13 + 23 + . . . + n3 = (1 + 2 + . . . + n)2; g)
(
1− 1

2 −
1
4

)
+
(

1
3 −

1
6 −

1
8

)
+

+ . . .+
(

1
2n−1 −

1
4n−2 −

1
4n

)
= 1

2

(
1− 1

2 + 1
3 −

1
4 + . . .+ 1

2n−1 −
1

2n

)
; h) x

1−x2 +

+ x2

1−x4 + x4

1−x8 + . . .+ x2n−1

1−x2n = 1
1−x ·

x−x2n

1−x2n .

Óïðàæíåíèå 75. Äîêàçàòü, ÷òî a) 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
27 åäèíèö

äåëèòñÿ íà 27. á) 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
81 åäèíèöà

äåëèòñÿ íà 81. â) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n 111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
3n åäèíèö

äåëèòñÿ íà 3n.

Óïðàæíåíèå 76. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ, ñðåäè
êîòîðûõ íåò ïàðàëëåëüíûõ è íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå?
(Ïðÿìûå "îáùåãî ïîëîæåíèÿ").

Óïðàæíåíèå 77. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ è îêðóæ-
íîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòè, íà êîòîðûå îíè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü, ìîæíî
ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî ëþáûå äâå ÷àñòè, èìåþùèå îáùèé ó÷àñòîê
ãðàíèöû, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Óïðàæíåíèå 78. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è {un} çàäàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè: u1 = u2 = 1; un+1 = un + un−1. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ: a) u2n+2 = u1 + u3 + . . . + u2n+1; b) u2n+1 = 1 + u2 + u4 + . . . + u2n;
c) unun+1 = u2

1 + u2
2 + . . . + u2

n; d) un+1un+2 − unun+3 = (−1)n; e) u2
n −

− un+1un−1 = (−1)n+1; f) u4
n − un−2un−1un+1un+2 = 1.

Óïðàæíåíèå 79. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñòîðîíà a) ÷åòûð¼õóãîëüíèêà; á)
ïÿòèóãîëüíèêà; â) ïðîèçâîëüíîãî n�óãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû îñòàëüíûõ
åãî ñòîðîí.

Óïðàæíåíèå 80. Äîêàçàòü, ÷òî à) n! > 3n äëÿ n = 7, 8, 9, . . . ; á) 2n > n2

äëÿ n = 4, 5, 6, . . .
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Óïðàæíåíèå 81. Äîêàçàòü, ÷òî äâóçíà÷íûå ÷èñëà îò 00 äî 99 ìîæíî çàïè-
ñàòü â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî â êàæäîì ñëåäóþùåì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî
òîëüêî îäíà öèôðà è ðîâíî íà 1. Äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë (000, . . . , 999), ÷åòûð¼õçíà÷íûõ è.ò.ä.

Óïðàæíåíèå 82. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2, 3, 5, 9, . . . ñîñòàâëåíà ïî òàêîìó
ïðàâèëó: åñëè èç óòðîåííîãî ÷ëåíà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷åñòü óäâî-
åííûé ïðåäûäóùèé, òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé (3 · 3− 2 · 2 = 5, 3 · 5− 2 · 3 = 9
è.ò.ä.). Äîêàçàòü, ÷òî âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ñòåïåíè äâîéêè,
óâåëè÷åííûå íà 1.

Óïðàæíåíèå 83. Â ñòðàíå n ãîðîäîâ. Êàæäûé ãîä îòêðûâàåòñÿ àâèàñîîá-
ùåíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ ãîðîäàìè. Äîêàçàòü, ÷òî äîëæíî ïðîéòè ïî
êðàéíåé ìåðå n− 1 ëåò, ïðåæäå ÷åì èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áóäåò ïîïàñòü
â ëþáîé (ñ ïåðåñàäêàìè).

Óïðàæíåíèå 84. Íà äîñêå íàïèñàíû äâà ÷èñëà 1, 1. Çàòåì ìåæäó íèìè
âïèñûâàþò èõ ñóììó; ïîëó÷àåòñÿ 1, 2, 1. Çàòåì ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñíîâà
âïèñûâàþò èõ ñóììó: 1, 3, 2, 3, 1. Òàêîå äåéñòâèå âûïîëíÿþò n ðàç. Ñêîëüêî
÷èñåë áóäåò íà äîñêå? Êàêîâà áóäåò èõ ñóììà?

Óïðàæíåíèå 85. Èç ÷èñåë 1, 2, 3, 4, . . . , 2n−1, 2n ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå n
÷èñåë, åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íè îäíî èç âûáðàííûõ ÷èñåë íå äåëèëîñü íà
äðóãîå. Äîêàçàòü ýòî à) äëÿ n = 3; á) äëÿ n = 4; â) äëÿ n = 5; ã) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n.

Óïðàæíåíèå 86. * Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñêîðîñòè ñêëàäûâàþòñÿ ïî
òàêîìó ïðàâèëó: v, w 7→ v+w

1+vw . Äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ íåñêîëü-
êèõ ñêîðîñòåé íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå ìû èõ ñêëàäûâàåì.

Óïðàæíåíèå 87. * Ìîæíî ëè îòìåòèòü íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî òî÷åê òàê,
÷òîáû íà ðàññòîÿíèè 1 îò êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êè íàõîäèëîñü ðîâíî 10
îòìå÷åííûõ?

Óïðàæíåíèå 88. * Îäèí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ðàñïîëîæåí âíóòðè
äðóãîãî. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðèìåòð âíóòðåííåãî ìíîãîóãîëüíèêà ìåíüøå ïå-
ðèìåòðà âíåøíåãî.

Óïðàæíåíèå 89. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 3.

Óïðàæíåíèå 90. Âûâåñòè ôîðìóëó Íüþòîíà äëÿ (a+ b)n.

Óïðàæíåíèå 91. Íàéòè ñóììó C0
n + C1

n + . . .+ Cnn .

Óïðàæíåíèå 92. Íàéòè ñóììó C0
n − C1

n + . . .+ (−1)n · Cnn .

Óïðàæíåíèå 93. Íàéäèòå îøèáêó â ðàññóæäåíèè (www.habrahabr.ru):
Ëåãêî äîêàçàòü (íàïðèìåð ïî-èíäóêöèè), ÷òî 1+2+3+ . . .+n = n(n+1)

2 äëÿ
ëþáîãî n ∈ N. Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó äëÿ n− 1, ïîëó÷èì 1 + 2 + 3 + . . .+

+(n−1) = (n−1)n
2 . Ïðèáàâèì ïî åäèíèöå ê îáåèì ÷àñòÿì: 1+2+3+. . .+(n−

−1)+1 = (n−1)n
2 +1. Óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì: 1+2+3+. . .+n = (n−1)n

2 +1. ×åìó
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ðàâíà ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìû çàïèñàëè â ñàìîì íà÷àëå,
ñëåäîâàòåëüíî, n(n+1)

2 = (n−1)n
2 +1. Ðàñêðûâàåì ñêîáêè: n

2

2 + n
2 = n2

2 −
n
2 +1.

Óïðîùàåì, è ïîëó÷àåì, ÷òî n = 1. Òàê êàê n áûëî ïðîèçâîëüíûì, òî ìû
äîêàçàëè, ÷òî âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàâíû 1.

3.6.2 Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè

Óïðàæíåíèå 94. Êàæäûé ãîä 1% ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà (îñòàâøåãîñÿ
ê íà÷àëó ãîäà) ðàñïàäàåòñÿ. a) Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç 30 ëåò îñòàíåòñÿ áîëåå
70% âåùåñòâà. b*) Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç 30 ëåò îñòàíåòñÿ ìåíåå 80% âåùåñòâà.

Óïðàæíåíèå 95. Óêàçàòü (êàêîå-ëèáî) íàòóðàëüíîå n, ïðè êîòîðîì: à) 0,99n 6
6 1/10; b) n

√
10 6 1,01; c) n

√
0,1 > 0,99.

Óïðàæíåíèå 96. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì n è ïðè 0 6
6 h ≤ 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1− h)n > 1− nh.

Óïðàæíåíèå 97. Äîêàçàòü, ÷òî 1,012n > n2/104.

Óïðàæíåíèå 98. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì öåëîì n > 0 ÷èñëî 1,01n

áóäåò áîëüøå ÷èñëà 1000n.

Óïðàæíåíèå 99. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a) 2n >
> n? b) 2n > n2?

Óïðàæíåíèå 100. Äîêàçàòü, ÷òî 2n > n10 ïðè n > 100.

Óïðàæíåíèå 101. Äîêàçàòü, ÷òî nn+1 > (n+ 1)n ïðè n > 2.

Óïðàæíåíèå 102. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì n è ïðè
0 6 h ≤ 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1− h)n 6 1− nh+ n2h2.

Óïðàæíåíèå 103. Èçâåñòíî, ÷òî a1, . . . , an > 0 è ÷òî a1+a2+. . .+an = 1
10 .

Äîêàçàòü, ÷òî a) (1− a1)(1− a2) . . . (1− an) > 9
10 ; b) (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 +

+ an) > 11
10 ; c) (1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) 6 10

9 .

Óïðàæíåíèå 104. Èçâåñòíî, ÷òî a1, a2, . . . , a100 > 0 è ÷òî (1 + a1)(1 +
+ a2) · . . . · (1 + a100) 6 100. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå i, ÷òî ai 6 1

i .

Óïðàæíåíèå 105. Äîêàçàòü, ÷òî 1·3·5·...·99
2·4·6·...·100 <

1
10 .

Óïðàæíåíèå 106. Âñå ÷èñëà áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . .
ïîëîæèòåëüíû è íå ïðåâîñõîäÿò 100. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå k, ÷òî
ak+1

ak
< 1,001.

Óïðàæíåíèå 107. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì öåëîì n > 0 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî n100

2n < 10−3.



Ãëàâà 4

×èñëîâûå ìíîæåñòâà

Â ìàòåìàòèêå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ:

N �Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ÷èñëà, èñïîëüçóåìûå ïðè ñ÷å-
òå: 1,2,3, . . . , 2013, è.ò.ä.

Z �Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ýòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âçÿòûå ñî çíàêîì
¾+¿ èëè ¾�¿ , à òàêæå 0: 0,±1,±2,±3, . . . ,±2013, è.ò.ä.

Q �Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ÷èñëà, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè äå-
ëåíèè öåëîãî ÷èñëà íà íàòóðàëüíîå, ò.å. äðîáè. Áîëåå ôîðìàëüíî,
Q =

{
m
n | m ∈ Z, n ∈ N

}
.

R �Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìîæíî ïîíèìàòü äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà êàê òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå
äðîáè. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ áóäåò äàíî â êîíöå ñåìåñò-
ðà.

Çàìå÷àíèå. Âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R. Â ïîâñåäíåâíîé æèç-
íè ìû, îáû÷íî, èñïîëüçóåì òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Âîçíèêàåò âîïðîñ,
íóæíû ëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, äà è âîîáùå, ñóùåñòâóþò ëè ÷èñëà, íå
ÿâëÿþùèåñÿ èððàöèîíàëüíûìè? Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 4.
√

2 /∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿. ïðåäïîëîæèì,
÷òî
√

2 ∈ Q. Òîãäà
√

2 ïðåäñòàâèì â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè m
n , òàê êàê

èç ïðîèçâîëüíîé äðîáè âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü íåñîêðàòèìóþ, ñîêðàòèâ
íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Òîãäà 2 = m2

n2 ,
ñëåäîâàòåëüíî 2n2 = m2, à çíà÷èò m êðàòíî äâóì. Îáîçíà÷èì m = 2m1.
Òîãäà n2 = 2m2

1, ñëåäîâàòåëüíî n òîæå êðàòíî äâóì, ÷òî è ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåñîêðàòèìîñòüþ äðîáè m

n .

45
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Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
√

3 /∈ Q,
√

5 /∈ Q , . . . è,
âîîáùå,

√
n /∈ Q, åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì (êâàäðàòîì öåëîãî

÷èñëà).
Íàïîìíèì, ÷òî äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíåèì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B. Åñëè ìíîæåñòâà A è B ñîâïàäàþò,
òî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå A2 = {(a1, a2) : a1,2 ∈ A}.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èñïîëüçóåò-
ñÿ îáîçíà÷åíèå R2. Íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèåì R2 ñëóæèò äåêàðòîâà êîîð-
äèíàòíàÿ ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé êàæäîé òî÷êå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïà-
ðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � åå êîîðäèíàòû. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü
R3 �ìíîæåñòâî òðîåê (x, y, z), x, y, z ∈ R è ïîñòàâèòü èì â ñîîòâåòñòâèå
òî÷êè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R è èõ ñâîéñòâà. Ñîîòâåò-
ñòâåííî R ÿâëÿåòñÿ îáúåìëþùèì ìíîæåñòâîì è ïîä äîïîëíåíèåì A â äàí-
íîì ðàçäåëå (åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî) ïîíèìàåòñÿ A = R \A.

4.1 Àêñèîìû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ôðàíöóçñêîãî øêîëüíèêà,
ìàëü÷èêà ëåò âîñüìè, ñïðîñèëè,
ñêîëüêî áóäåò 2 + 3. Îí áûë
îòëè÷íèê ïî ìàòåìàòèêå, íî
ñ÷èòàòü íå óìåë, ïîòîìó ÷òî
òàì òàê ó÷àò ìàòåìàòèêå. Îí íå
çíàë, ÷òî ýòî áóäåò ïÿòü, íî îí
îòâåòèë, êàê îòëè÷íèê, òàê,
÷òîáû åìó ïîñòàâèëè ïÿòåðêó:
¾2 + 3 áóäåò 3 + 2, ïîòîìó ÷òî
ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî.¿

àêàä. Â.È.Àðíîëüä, äîêëàä íà
êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà è
îáùåñòâî. Ìàòåìàòè÷åñêîå

îáðàçîâàíèå íà ðóáåæå âåêîâ¿

Íàïîìíèì óòâåðæäåíèÿ, âûïîëíåíûå äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, ò.å. àêñèîìû.

1. Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ.
Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíåíî a+ b = b+ a.

2. Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ
Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíåíî (a+ b) + c = a+ (b+ c).

3. Ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ (ýëåìåíòà, íåéòðàëüíîãî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ).
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Ñóùåñòâóåò 0 ∈ R, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R âûïîëíåíî a+ 0 = 0 +
+ a = a.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà (îáðàòíîãî îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ).
Äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò −a ∈ R, òàêîå, ÷òî a + (−a) = (−a) +
+ a = 0.

5. Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ
Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíåíî a · b = b · a.

6. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.
Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíåíî (a · b) · c = a · (b · c).

7. Ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû (ýëåìåíòà íåéòðàëüíîãî îòíîñèòåëü-
íî óìíîæåíèÿ).
Ñóùåñòâóåò ÷èñëî 1 ∈ R, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R âûïîëíåíî
1 · a = a · 1 = a.

8. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ÷èñëà (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ).
Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî 1

a ∈ R, òàêîå, ÷òî a ·
1
a =

= 1
a · a = 1.

9. Äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
Äëÿ ëþáûõ òð¼õ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c âåðíî ðàâåíñòâî a · (b+
+ c) = a · b+ a · c.

10. Ñèììåòðè÷íîñòü ñðàâíåíèÿ
Äëÿ ëþáîãî a âûïîëíåíî a 6 a;

11. Òðàíçèòèâíîñòü ñðàâíåíèÿ Åñëè a 6 b è b 6 c, òî a 6 c;

12. Ñðàâíèìîñòü ÷èñåë Äëÿ ëþáûõ a, b âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå îä-
íî èç íåðàûåíñòâ a 6 b èëè b 6 a, ïðè÷åì îáà íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû
òîëüêî åñëè a = b;

13. Ìîíîòîíííîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ) Åñëè a 6 b è 0 6 c, òî
a · c 6 b · c;

14. Àêñèîìà Àðõèìåäà
Äëÿ ëþáûõ a, b > 0 ñóùåñòâóåò n ∈ N, òàêîå, ÷òî na > b;

15. Àêñèîìà îòäåëèìîñòè
Ïóñòü ìíîæåñòâà A,B òàêîâû, ÷òî ∀a ∈ A ∀b ∈ B a 6 b. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî c òàêîå, ÷òî ∀a ∈ A ∀b ∈ B a ≤ c ≤ b .

Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ÷èñëà êàê íåêîòîðûå
¾ñóùíîñòè¿, ñ êîòîðûìè ìîæíî ðàáîòàòü ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì (àê-
ñèîìàì è âûòåêàþùèì èç íèõ, íàïðèìåð (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2). Ïîçäíåå
áóäóò ïðåäëîæåíû äðóãèå ìåòîäû çàäàíèÿ ÷èñåë.
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4.1.1 Îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 26. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë U(a) =
= (b, c), ãäå b < a < c.

Íåñëîæíî ïîíÿòü ñìûñë ñëîâà ¾îêðåñòíîñòü¿ � ýòî òî÷êè ðàñïîëîæåí-
íûå áëèçêî ê òî÷êå a. Õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî îêðåñò-
íîñòü âñåãäà çàäàåòñÿ îòêðûòûì èíòåðâàëîì (ò.å. íå âêëþ÷àþùèì êîíöû) �
ïîçäíåå ìû óâèäèì, ïî÷åìó îòðåçîê îêðåñòíîñòüþ ñ÷èòàòü íå ïðèíÿòî.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî
◦
U (a) = (b, a) ∪ (a, c), ãäå b < a < c.

Îïðåäåëåíèå 28. ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë uε(a) =
= (a− ε, a+ ε), ãäå ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 29. Ïðîêîëîòîé ε�îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî
◦
Uε (a) = (a− ε, a) ∪ (a, a+ ε), ãäå ε > 0.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî îêðåñòíîñòè çàäàþòñÿ â ôîðìå íåðàâåíñòâ: |x − a| < ε
äëÿ ε�îêðåñòíîñòè, 0 < |x− a| < ε äëÿ ïðîêîëîòîé ε�îêðåñòíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îêðåñòíîñòåé íåêîòîðîé òî÷êè (ïðî-
êîëîòûõ îêðåñòíîñòåé) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ (ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòüþ) ýòîé òî÷êè.

Óòâåðæäåíèå 6. Îáúåäèíåíèå äâóõ îêðåñòíîñòåé íåêîòîðîé òî÷êè (ïðî-
êîëîòûõ îêðåñòíîñòåé) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ (ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòüþ)

Óòâåðæäåíèå 7. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ (ïðîêîëîòûõ ) ε�îêðåñòíîñòåé íåêî-
òîðîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ (ïðîêîëîòîé) ε�îêðåñòíîñòüþ

Óòâåðæäåíèå 8. Îáúåäèíåíèå äâóõ ε�îêðåñòíîñòåé (ïðîêîëîòûõ ε�îê-
ðåñòíîñòåé) íåêîòîðîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ (ïðîêîëîòîé ε�
îêðåñòíîñòüþ)

Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå:

Uε′(a) ∪ Uε′′(a) = (a− ε′, a+ ε′) ∪ (a− ε′′, a+ ε′′) =

= (a−max(ε′, ε′′), a+ max(ε′, ε′′) = Umax(ε′,ε′′)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 30. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè a ∈ A íàéäåòñÿ ε > 0 (äëÿ êàæäîé òî÷êè, âîçìîæíî, ñâîé ε) òàêîå,
÷òî Uε(a) ⊂ A.
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Ýòî îïðåäåëåíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðî ìíîæåñòâà (a, b) ãîâîðÿò ¾îò-
êðûòûé èíòåðâàë¿. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà (0, 1), (1,+∞), R ÿâëÿþòñÿ îò-
êðûòûìè, à N, [−1, 1], (−∞, 0]�íå ÿâëÿþòñÿ.

Óïðàæíåíèå 108. Ïóñòü A è B � îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî à)
A ∪B; b) A ∩B � îòêðûòûå.

Îïðåäåëåíèå 31. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîë-
íåíèå Ā� îòêðûòîå.

Íàïðèìåð, çàìêíóòû ìíîæåñòâà [0, 1], R, Z, (−∞, 0].

Óïðàæíåíèå 109. Äîêàæèòå çàìêíóòîñòü óêàçàííûõ ìíîæåñòâ.

4.2 Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæå-
ñòâà.

Îïðåäåëåíèå 32. Ïóñòü ìíîæåñòâî A òàêîâî, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû íå
ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî ÷èñëà µ, ò.å. ∀a ∈ A (a 6 µ). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî
ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, à µ� åãî âåðõíÿÿ ãðàíèöà (âåðõíÿÿ ãðàíü)
è îáîçíà÷àþò òàê: A ≤ µ èëè µ ≥ A.

Îïðåäåëåíèå 33. Ïóñòü ìíîæåñòâî A òàêîâî, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû íå
ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà m, ò.å. ∀a ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a > m. Òî-
ãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñíèçó, à m� åãî íèæíÿÿ ãðàíèöà
(íèæíÿÿ ãðàíü) è îáîçíà÷àþò òàê: A ≥ m èëè m ≤ A.

Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî A = [0, 1], òî ÷èñëà 1, 10 èëè 2013 ÿâëÿþòñÿ
åãî âåðõíèìè ãðàíÿìè, à 2

3 , 0, −1, 23�íåò.

Îïðåäåëåíèå 34. Åñëè ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó,
òî ãîâîðÿò, ÷òî A� îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî M ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíî-
æåñòâà A, òî ëþáîå M ′ > M òîæå áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó), òî îíî èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî âåðõíèõ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèõ) ãðàíåé. Òàê, íàïðè-
ìåð äëÿ ìíîæåñòâà (0, 1) ∪ (99, 100) âåðõíåé ãðàíüþ áóäåò ëþáîå ÷èñëî, íå
ìåíüøåå 100. Õîòåëîñü áû âûáèðàòü êàêèì-òî îáðàçîì îäíó èç ýòèõ ãðà-
íåé. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà (0, 1) ∪ (99, 100) ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì âûáðàòü èìåííî 100 (à íå 101 èëè 100.001) â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíè.
Ïðèâåäåííûå íèæå îïðåäåëåíèÿ äàþò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

4.2.1 Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

Îïðåäåëåíèå 35. Ïóñòü ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, à
íèêàêîå ìåíüøåå åãî � íå ÿâëÿåòñÿ. Áîëåå ôîðìàëüíî A ≤ a è (∀a′ < a)A 6≤
6≤ a′. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî a åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A è
îáîçíà÷àþò òàê: a = supA.
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Îïðåäåëåíèå 36. Ïóñòü ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, à
íèêàêîå áîëüøåå åãî � íå ÿâëÿåòñÿ. Áîëåå ôîðìàëüíî, ïóñòü A ≥ a è (∀a′ >
> a)A 6≥ a′. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî a åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà
A è îáîçíà÷àþò òàê: a = inf A.

Ïðèìåð 14. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = (0, 1). Â ýòîì ìíîæåñòâå íåò
íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ÷èñëî 1 õîòåëîñü áû íàçâàòü
ìàêñèìóìîì, íî îíî íå ïðèíàäëåæèò äàííîìó ìíîæåñòâó! Àíàëîãè÷íî,
õîòåëîñü áû ñ÷èòàòü 0 ìèíèìóìîì ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïîêàæåì, ÷òî supA = 1. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷èñëà íà èíòåðâàëå (0, 1)
íå ïðåâîñõîäÿò 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü ÷èñëî a < 1, òî îíî óæå
íå áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ, ïîñêîëüêó a < a′ = a+1

2 ∈ (0, 1).

Ïðèìåð 15. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {mn | m
2 < 2n2, m, n ∈ N}.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ìåíüøå,÷åì
√

2, íî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü m/n ∈ A òàê, ÷òî m/n >

√
2 − ε. Íà-

ïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ïðåäñòàâëåíèå
√

2 â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè äî k-ãî
çíàêà ïîñëå çàïÿòîé (ñ îêðóãëåíèåì â ìåíüøóþ ñòîðîíó). Ïðè ýòîì k
âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 10−k < ε. Ñëåäîâà-
òåëüíî supA =

√
2.

Ñâîéñòâà òî÷íîé âåðõíåé(íèæíåé) ãðàíè

Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ(íèæíÿÿ) ãðàíü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (âåçäå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a0 = supA):

1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ a ∈ A, òàêîå, ÷òî |a−a0| < ε, ò.å. a ∈ Uε(a0).

2. Åñëè æå â äîïîëíåíèå ê ïðåäûäóùåìó ïóíêòó a0 6∈ A, òî äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 îêðåñòíîñòü Uε(a0) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A.

3. Áóäåì îáîçíà÷àòü r ·A = {r · a | a ∈ A}. Ïóñòü r > 0, òîãäà sup(r ·A) =
= ra0.

4. Áóäåì îáîçíà÷àòü A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}. Òîãäà sup(A + B) =
= supA+ supB.

5. Áóäåì îáîçíà÷àòü −A = {−a | a ∈ A}. Òîãäà inf(−A) = − supA.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Uε(a0) íåò ýëåìåíòîâ A, òîãäà âñå ýëåìåíòû íå
ïðåâîñõîäÿò a0 − ε, ò.ê. íå ìîãóò áûòü áîëüøå a0. Ñëåäîâàòåëüíî a0 −
− ε� âåðõíÿÿ ãðàíü. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Uε(a0) ñîäåðæèòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ a1, . . . , an ∈ A ∪ Uε(a0). Âûáåðåì íàèáîëüøèé èç íèõ�

a′ = max(a1, . . . , an) < a0
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è ïóñòü ε′ = a0 − a. Òîãäà Uε′(a0) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ A, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

3. Åñëè a ∈ A, òî a ≤ a0, óìíîæèì îáå ÷àñòè íà r, ïîëó÷èì ra ≤ ra0, ñëå-
äîâàòåëüíî, ra0 ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíü rA. Äîêàæåì, ÷òî îíà òî÷íàÿ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü a ∈ A, òàêîå, ÷òî a > a0− eps

r .
Òîãäà ra > ra0− ε, ñëåäîâàòåëüíî, ra0− ε íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ
rA.

4. Åñëè a ∈ A, b ∈ B, òî a ≤ a0, b ≤ b0, ñëåäîâàòåëüíî, a0 + b0 ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé ãðàíüþ A+B. Äîêàæåì, ÷òî îíà òî÷íàÿ. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è
âûáåðåì a > a0− ε

2 è b > b0− ε
2 . Òîãäà a+b > a0 +b0−ε, ñëåäîâàòåëüíî,

a0 + b0 − ε íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ.

5. Ïóñòü a ∈ A, òîãäà a ≤ a0, ñëåäîâàòåëüíî, −a ≥ −a0, ò.å. −a0 �íèæ-
íÿÿ ãðàíü. Äîêàæåì, ÷òî îíà òî÷íàÿ. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì
a > a0−ε. Òîãäà −a < −a0 +ε, ò.å. −a0 +ε íå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ.

Óïðàæíåíèå 110. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ
äëÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.

Îïðåäåëåíèå 37. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B òàêîâû, ÷òî ïðè âñåõ a ∈ A è
b ∈ B âûïîëíåíî a 6 b. Òîãäà ýòî îáîçíà÷àþò òàê: A ≤ B.

4.2.2 Àêñèîìà îòäåëèìîñòè.

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé (ê ïðèâåäåííûì â ðàçäåëå 4.1 àêñèîìàì) â îïðå-
äåëåíèè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âûñòóïàåò ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:
Àêñèîìà îòäåëèìîñòè. Ïóñòü äàíû äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà A,B ⊂ R,
òàêèå, ÷òî A ≤ B. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî c, ÷òî A ≤ c ≤ B.

Àêñèîìà îòäåëèìîñòè ãîâîðèò î âåñüìà âàæíîì ñâîéñòâå ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � íåïðåðûâíîñòè, òî åñòü î òîì, ÷òî â íåì íåò ¾äûðîê¿.
Åñëè ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî ìîæíî
óâèäåòü, ÷òî äëÿ íåãî ýòà àêñèîìà íåâåðíà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ó êàêèõ ìíîæåñòâ âîîáùå ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
(èëè íèæíÿÿ) ãðàíü. Î÷åâèäíî, ÷òî ó ìíîæåñòâ, íå îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó
(íàïðèìåð N) âåðõíåé ãðàíè (à çíà÷èò è òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè) íå ñóùå-
ñòâóåò. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ îãðàíè÷åííûõ
ìíîæåñòâ:

Òåîðåìà 7. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ñó-
ùåñòâóåò supA� åãî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì B �ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà A. Îíî íå ïó-
ñòî, ò.ê. ïî óñëîâèþ A ≤M , ñëåäîâàòåëüíîM ∈ B. Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé
ãðàíè A ≤ B, òîãäà, ïî àêñèîìå îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùàÿ
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òî÷êà c, òàêàÿ, ÷òî A ≤ c ≤ B. Äîêàæåì, ÷òî ýòà òî÷êà è åñòü supA. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó A ≤ c, òî îíà åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ a′ < a. Ïîñêîëüêó a′ < a ≤ B, òî a′ /∈ B, à çíà÷èò,
a′ íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A.

Òåîðåìà 8. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ñóùåñòâó-
åò åãî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü, inf A.

Óïðàæíåíèå 111. Äîêàçàòü òåîðåìó 8.

Óïðàæíåíèå 112. Ïóñòü ñóùåñòâóåò supA è A′ ⊂ A. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò supA′ è supA′ ≤ supA.

4.2.3 Äåäåêèíäîâû ñå÷åíèÿ*

Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Þëèóñ Äåäåêèíä (1831�1916) ïðåäëîæèë èñïîëüçî-
âàòü óêàçàííóþ êîíñòðóêöèþ (A ≤ c ≤ B) â êà÷åñòâå ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî â øêîëüíîé ìàòåìàòèêå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî ïîíèìàåòñÿ ñêîðåå èíòóèòèâíî, ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ îáû÷íî íå
ïðèâîäèòñÿ.1

Îïðåäåëåíèå 38. Óïîðÿäî÷åíííàÿ ïàðà íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A 6 B íàçû-
âàåòñÿ ñå÷åíèåì âQ, à ñàìè ìíîæåñòâà A è B �íèæíèì è âåðõíèì êëàññàìè
äàííîãî ñå÷åíèÿ, åñëè Q = A ∪B. Ñå÷åíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü A|B.

Îïðåäåëåíèå 39. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì (ïî Äåäåêèíäó),
åñëè êàêîâî áû íè áûëî åãî ñå÷åíèå, ëèáî â íèæíåì êëàññå ñå÷åíèÿ ñóùå-
ñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, ëèáî â âåðõíåì êëàññå ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé
ýëåìåíò, (òàêèå ñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ äåäåêèíäîâûìè).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â í¼ì
íå ìîæåò áûòü ¾ñêà÷êîâ¿: åñëè a�ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò íèæíåãî êëàñ-
ñà, b ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò âåðõíåãî êëàññà, òî ÷èñëî (a + b)/2, ëåæàùåå
ïîñåðåäèíå ìåæäó a è b, íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íè íèæíåìó, íè âåðõíåìó
êëàññó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñå÷åíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì, âî ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü ¾ïðîáåëû¿� êàê
ðàç íà òåõ ìåñòàõ, ãäå äîëæíû íàõîäèòüñÿ èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîò-
ðèì, íàïðèìåð, ñå÷åíèå A|B, îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâàìè

A = {x ∈ Q : x2 < 2)} ∪ (−∞, 0), B = {x ∈ Q : x > 0 ∧ x2 > 2}
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ñå÷åíèå, îäíàêî â íèæíåì êëàñ-

ñå íåò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, à â âåðõíåì íåò ìèíèìàëüíîãî. Òî åñòü èìå-
åì ¾ïðîáåë¿. Èòàê, ìíîæåñòâî Q íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Äåäåêèíäó.

Îïðåäåëåíèå 40. Áóäåì íàçûâàòü ñå÷åíèÿ A|B, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
max(A) èëè min(B) ðàöèîíàëüíûìè, à âñå îñòàëüíûå ñå÷åíèÿ� èððàöèî-
íàëüíûìè.

1 Æåëàþùèå óçíàòü áîëåå ïîäðîáíî ìîãóò ïîñìîòðåòü: http :
: //ru.wikipedia.org/wiki/Êîíñòðóêòèâíûå_ñïîñîáû_îïðåäåëåíèÿ_âåùåñòâåííîãî_÷èñëà
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Âñÿêîìó ðàöèîíàëüíîìó ñå÷åíèþ ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî max(A) èëè min(B). Äëÿ âñÿêîãî èððàöèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ A|B ïðè-
ñîåäèíÿåì ê ñîâîêóïíîñòè Q íîâûé ýëåìåíò (èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî) α, êî-
òîðûé ïî îïðåäåëåíèþ áîëüøå âñÿêîãî ÷èñëà èç A, è ìåíüøå âñÿêîãî ÷èñëà
èç B. Òåì ñàìûì ìû çàïîëíÿåì ¾ïóñòîå ìåñòî¿ ìåæäó êëàññàìè ñå÷åíèÿ.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñå÷åíèå A|B îïðåäåëÿåò èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α.

Îïðåäåëåíèå 41. Èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíîå
ñå÷åíèå α = (A|B). Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë (ñå÷åíèé) îáîçíà÷àåòñÿ Q̄.

Îïðåäåëåíèå 42. Ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë Rd íàçûâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ìíîæåñòâ ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Rd = Q ∪ Q̄.
Âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Rd íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.

Ââåäåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà Rd. Áóäåì ãîâîðèòü , ÷òî ñå÷åíèå A|B
íå ïðåâîñõîäèò A′|B′ è îáîçíà÷àòü ýòî A|B ≤ A′|B′, åñëè A ≤ B′. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñå÷åíèÿ (A|B) è (A′|B′) ðàâíû è îáîçíà÷àòü A|B = A′B′, åñëè
(A|B) ≤ (A′|B′) è (A′|B′) ≤ (A|B). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ñå÷åíèÿ íå ðàâíû: A|B 6= A′|B′.

Çàìå÷àíèå Ðàâíûå ñå÷åíèÿ íå îáÿçàòåëüíî çàäàþòñÿ îäèíàêîâûìè ìíî-
æåñòâàìè, òàê, íàïðèìåð, {x 6 2}|{x > 2} = {x < 2}|{x > 2}

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ââîäÿòñÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ïî íåïðåðûâíîñòè (òî÷íî òàêæå êàê è â òåîðèè áåñêîíå÷íûõ äå-
ñÿòè÷íûõ äðîáåé). Èìåííî, ñóììîé äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α = (A1|A2)
è β = (B1|B2) íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî γ = (A1 +B1|A2 +B2).

Óìíîæåíèå ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë êàê α×β =
= ({x 6 0} ∪ {ab : a ∈ A+, b ∈ B+}, à ïîòîì ïåðåíîñèòñÿ íà îòðèöàòåëüíûå
÷èñëà ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì, è ò.ä.

Äåäåêèíä ïîêàçàë, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü àðèôìåòèêó
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÷èñòî ôîðìàëüíî, íå ïðèáåãàÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì àíà-
ëîãèÿì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì çàäàíèè Rd àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè ñòàíîâèòñÿ
òåîðåìîé:

Òåîðåìà 9 (Äåäåêèíä). Ïóñòü A,B ⊂ Rd, ò.å. íåêîòîðûå ìíîæåñòâà
ñå÷åíèé è A ≤ B. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå (C1|C2) ∈ Rd, òàêîå, ÷òî
A ≤ (C1|C2) ≤ B.

Äðóãèå àêñèîìû (êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâíî-
ñòè, ...) âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 113. Íàðèñîâàòü íà ÷èñëîâîé îñè òå ÷èñëà x, äëÿ êîòîðûõ
[x] = [x+ 2/3].
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Óïðàæíåíèå 114. Îáîçíà÷àÿ äíè íåäåëè îò âîñêðåñåíüÿ äî ñóááîòû ÷èñ-
ëàìè 0, 1, 2, . . . , 6, Âàñÿ ïðèäóìàë ôîðìóëó

äåíü íåäåëè = 7 · {÷èñëî/7},

êîòîðàÿ ãîäèòñÿ, åñëè ïåðâîå ÷èñëî ìåñÿöà áûëî ïîíåäåëüíèêîì. Êàê íàäî
å¼ èçìåíèòü, åñëè ïåðâîå ÷èñëî ìåñÿöà áûëî ïÿòíèöåé?

Óïðàæíåíèå 115. Âñåãäà ëè âåðíû ôîðìóëû [[x+ y] + z] = [x+ [y + z]] è
{{x+ y}+ z} = {x+ {y + z}}?

Óïðàæíåíèå 116. Äîêàçàòü, ÷òî (ïðè âñåõ x) [x] + [x+ 1
n ] + [x+ 2

n ] + . . .+
+ [x+ n−1

n ] = [nx].

Óïðàæíåíèå 117. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå x, ÷òî [x] + [2x] + [3x] + [4x] = 99?

Óïðàæíåíèå 118. Íàéòè ñóììó [
√

1] + [
√

2] + [
√

3] + . . .+ [
√

10000].

Óïðàæíåíèå 119. Äîêàçàòü, ÷òî [ 35
23 ] + [2 · 35

23 ] + [3 · 35
23 ] + . . . + [22 · 35

23 ] =
= [ 23

35 ] + [2 · 23
35 ] + [3 · 23

35 ] + . . .+ [34 · 23
35 ].

Óïðàæíåíèå 120. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè ôóíêöèé: à)[x] á){x} â)[x] − {x}
ã) [x] + {2x}.

Óïðàæíåíèå 121. Ïóñòü A = anan−1 . . . a1a0. Äîêàçàòü ôîðìóëó: ak =
=
[
10−kA− 10[10−k−1A]

]
Óïðàæíåíèå 122. à) Ïðèâåñòè ïðèìåð A > 0 òàêîãî , ÷òî {A}+{1/A} = 1.
á) Ìîæåò ëè òàêîå A áûòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì?

Óïðàæíåíèå 123. a) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ a è b (a < b)
íàéäåòñÿ èððàöèîíàëüíîå c, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [a, b]. b) Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ a è b (a < b) íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
C ⊂ (a, b), òàêîå, ÷òî C ⊂ R \Q.

Óïðàæíåíèå 124. a) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ èððàöèîíàëüíûõ a è b
(a < b) íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå c, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [a, b]. b) Äîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ èððàöèîíàëüíûõ a è b (a < b) íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî C ⊂ (a, b), òàêîå, ÷òî C ⊂ Q.

Óïðàæíåíèå 125. Ïóñòü ÷èñëî çàäàåòñÿ äåñÿòè÷íîé äðîáüþ à)α = 0, 101001000100001000001...;
á)α = 0, 123456789101112131415....; Áóäåò ëè ýòî ÷èñëî ðàöèîíàëüíûì?

Óïðàæíåíèå 126. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x 6= πn (n ∈ Z) sinx è cosx ðàöèî-
íàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tg x

2 ∈ Q.

Óïðàæíåíèå 127. Ìîæåò ëè à) ñóììà äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áûòü èð-
ðàöèîíàëüíîé? á) ñóììà äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áûòü ðàöèîíàëüíîé?
â) èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî â èððàöèîíàëüíîé ñòåïåíè áûòü ðàöèîíàëüíûì?

Óïðàæíåíèå 128. Äîêàæèòå, ÷òî a) 3
√

17 6∈ Q; b)
√

2 +
√

3 6∈ Q; c)
√

2 +
+
√

3 +
√

5 6∈ Q; d)cos 20◦ 6∈ Q.
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Óïðàæíåíèå 129. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü 0,1234567891011121314...
(ïîñëå çàïÿòîé ïîäðÿä âûïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïî ïîðÿäêó) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 130. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü 0, a1a2 . . .. Äîêà-
æèòå, ÷òî öèôðû â åå äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû
ïîëó÷åííàÿ äðîáü âûðàæàëà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 131. Îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 +ax+b = 0 ðàâåí 1+
√

3.
Íàéäèòå a è b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ðàöèîíàëüíû.

Óïðàæíåíèå 132. Äàíà êâàäðàòíàÿ ñåòêà íà ïëîñêîñòè è òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî òàíãåíñ ëþáîãî óãëà â òðåóãîëü-
íèêå - ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå.

Óïðàæíåíèå 133. Äîêàæèòå, ÷òî íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (
√

2,
√

3)ëåæèò
íå áîëåå îäíîé òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

Óïðàæíåíèå 134. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñ âåð-
øèíàìè â óçëàõ êâàäðàòíîé ñåòêè?

Óïðàæíåíèå 135. Âû÷èñëèòü(
1 +

1

2

)(
1 +

1

3

)(
1 +

1

4

)
. . .

(
1 +

1

100

)
.

Óïðàæíåíèå 136. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x2 − 4y2 = 4xy íå èìååò ðå-
øåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ êðîìå x = y = 0.

Óïðàæíåíèå 137. Ñóììà íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ äðîáåé ñ
÷èñëèòåëåì 1 ìîæåò áûòü ðàâíà 1, íàïðèìåð 1

2 + 1
3 + 1

6 = 1. Åñòü ëè äðóãèå
òàêèå ïðèìåðû?

Óïðàæíåíèå 138. Äîêàçàòü, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 2−n ñîäåðæèò
ðîâíî n çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Óïðàæíåíèå 139. Íàéòè 2005 öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè
äðîáè : à) 1

3 á) 1
7 â) 1

31 .

Óïðàæíåíèå 140. Äîêàçàòü, ÷òî

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

99
− 1

100
=

1

51
+

1

52
+

1

53
+ . . .+

1

99
+

1

100
.

Ïîäñêàçêà: (Íàñêîëüêî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ìåíüøå 1 + 1
2 + 1

3 + . . .+ 1
100?)

Óïðàæíåíèå 141. Äîëÿ äâîå÷íèêîâ â êëàññå áîëüøå 2
5 , íî ìåíüøå 3

7 , à
âñåãî â êëàññå íå áîëüøå 15 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî â êëàññå äâîå÷íèêîâ?

Óïðàæíåíèå 142. Èçâåñòíî, ÷òî m
n < p

q ; ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ýòèõ

äðîáåé ïîëîæèòåëüíû. Äîêàçàòü, ÷òî äðîáü m+p
n+q íàõîäèòñÿ ìåæäó íèìè.
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Óïðàæíåíèå 143. a)Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî α = 1 + 1
2 + 1

3 + . . . + 1
9 + 1

10
íå öåëîå; b) ×èñëî α çàïèñàëè â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. ×¼òåí ëè å¼
÷èñëèòåëü? À çíàìåíàòåëü?

Óïðàæíåíèå 144. Íàéòè âñå ïàðû (x, y) ∈ Q2, òàêèå, ÷òî
√

2
√

3− 3 =

=
√
x
√

3−
√
y
√

3 è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ � íåò.

Óïðàæíåíèå 145. Öèòàòà èç ðàññêàçà Â.Ïåëåâèíà ¾Âåñòè èç Íåïàëà¿:
Íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó öèêëîïè÷åñêèìè çäàíèÿìè áîêñîâ è âîðî-
òàìè, ÷åðåç êîòîðûå Ëþáî÷êà ïûòàëàñü ïðîéòè òðè ìèíóòû íàçàä, íå
áûëî âèäíî íèêîãî, êðîìå âûñîêîãî ìóæ÷èíû â êðàñíîì ôàðòóêå, ñ áîëü-
øèì øèðîêîñêóëûì ëèöîì. Îí äåðæàë â ìóñêóëèñòûõ ðîçîâûõ ðóêàõ ùèò
ñ íàäïèñüþ ¾ÊÐÅÏÈ ÄÅÌÎÊÐÀÒÈÞ!¿ è øàãàë ïðÿìî íà Ëþáî÷êó (...)
Ìåòðàõ â äâàäöàòè îò áîêñà ñòîÿëè äâîå (...) Îäèí èç íèõ áûë òîëñòûì
è íèçåíüêèì, óæå â ëåòàõ, à äðóãîé � ñòðèæåííûì íàãîëî ìîëîäûì ÷å-
ëîâåêîì. Äåðæàñü çà ðóêè, îíè âíèìàòåëüíî ðàçãëÿäûâàëè ïëàêàò.
� Îáðàòè âíèìàíèå, � ãîâîðèë íèçåíüêèé, ïðè÷åì íàä åãî ðòîì ïîäíè-
ìàëñÿ ïàð, � íà ñëîæíîñòü êîíöåïöèè. Êàê ýòî çàãàäî÷íî óæå ñàìî ïî
ñåáå � ïëàêàò, èçîáðàæàþùèé ÷åëîâåêà, íåñóùåãî ïëàêàò! Åñëè ðàçâèòü
ýòó èäåþ äî ïîëàãàþùåãîñÿ åé êîíöà è ïîìåñòèòü íà ùèò â ðóêàõ ìóæ-
÷èíû â êðàñíîì êîìáèíåçîíå ïëàêàò, íà êîòîðîì áóäåò èçîáðàæåí îí ñàì,
íåñóùèé òàêîé æå ïëàêàò, � ÷òî ìû ïîëó÷èì? (...)
� Ìû ïîëó÷èì ìîäåëü âñåëåííîé, ïîíÿòíîå äåëî, � îòâåòèë ìîëîäîé ÷å-
ëîâåê.
Äîïóñòèì, êàê è ïðåäëàãàë íèçåíüêèé, ÷òî íà êàæäîì ïëàêàòå èçîáðàæåí
÷åëîâåê, íåñóùèé ïëàêàò è.ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ âñåì ýòèì ïëàêàòàì. Åäèíñòâåííà ëè ýòà òî÷êà? Ïëàêàòû ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðÿìîóãîëüíèêàìè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì.

4.3 Äëèíà äóãè îêðóæíîñòè

4.3.1 Äëèíà îêðóæíîñòè.

Âñïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç ãåîìåòðèè. Ëîìàíîé èç n çâåíüåâ íà ïëîñ-
êîñòè íàçûâàåòñÿ n+1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê A0, A1, . . . , An � âåðøèí ëîìàíîé �
è n îòðåçêîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè. Ëîìàíàÿ áåç ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé (ñì. ðèñ. 4.3.1). Òî÷êè A0 è An íàçûâàþòñÿ
êîíöàìè ëîìàíîé. Åñëè êîíöû ëîìàíîé ñîâïàäàþò, ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ çà-
ìêíóòîé. Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, çâåíüÿ
ýòîé ëîìàíîé� ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, âåðøèíû ëîìàíîé� âåðøèíà-
ìè ìíîãîóãîëüíèêà. Åñëè ýòà ëîìàíàÿ èìååò n çâåíüåâ, òî åå íàçûâàþò
n�óãîëüíèê. Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ âñÿêîé åãî
ñòîðîíû âåðíî, ÷òî âñå îñòàëüíûå ñòîðîíû ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé âûáðàííóþ ñòîðîíó. Äëèíà ëîìàíîé ñóòü
ñóììà äëèí å¼ çâåíüåâ, ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà � ñóììà äëèí åãî ñòîðîí.



4.3. ÄËÈÍÀ ÄÓÃÈ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ 57

A0

A1

. . .

. . .

An

Ðèñ. 4.1: Ïðîñòàÿ íåçàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ

Òåîðåìà 10. Äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîíöû ëîìàíîé, íå ïðåâîñõî-
äèò äëèíû ëîìàíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó çâåíüåâ ëîìàíîé.

• Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî.

• Øàã èíäóêöèè: ðàññìîòðèì ëîìàíóþ A0A1 . . . AnAn+1, ñîñòîÿùóþ èç
(n+ 1)-ãî çâåíà. Îáîçíà÷èì ln äëèíó ëîìàíîé, A0A1 . . . An, ñîñòîÿùåé
èç n çâåíüåâ. Òîãäà

|A0An+1| ≤ |A0An|+ |AnAn+1| ≤ ln + |AnAn+1| = ln+1.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñóòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, à âòîðîå ñïðàâåä-
ëèâî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Òåîðåìà 11. (Áåç äîêàçàòåëüñòâà) Åñëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê Q0 ñî-
äåðæèò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê R, òî ïåðèìåòð R íå ïðåâîñõîäèò ïå-
ðèìåòðà Q0 : P (R) ≤ P (Q0).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü. ÏóñòüM �ìíîæåñòâî ïåðèìåò-
ðîâ âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. ÌíîæåñòâîM íå
ïóñòî, òàê êàê â îêðóæíîñòü ìîæíî âïèñàòü òðåóãîëüíèê, ïåðèìåòð êîòî-
ðîãî áóäåò ýëåìåíòîì M. Ïî òåîðåìå 11 ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî ñâåðõó
ïåðèìåòðîì îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Ïî òåîðåìå 7 ñó-
ùåñòâóåò L = supM. Ýòó âåëè÷èíó L è íàçûâàþò äëèíîé îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 43. Äëèíîé îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ìíîæåñòâà ïåðèìåòðîâ âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ.
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A0

A1

. . .

. . .

An

Ðèñ. 4.2: Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ

4.3.2 ×èñëî π.

Óòâåðæäåíèå 9. Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê å¼ äèàìåòðó îäíî è
òî æå äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü D è D′ - äèàìåòðû êàêèõ�ëèáî îêðóæíîñòåé ñ îáùèì
öåíòðîì O. Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì O è êîýôôèöèåíòîì k = D′

D ïåðåâîäèò
îêðóæíîñòü D â îêðóæíîñòü D′. Òàê êàê ãîìîòåòèÿ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäîáèÿ, òî D′ = kD è äëèíà îêðóæíîñòè L′ = kL, âåäü ïåðèìåòðû âñåõ
âïèñàííûõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðè ãîìîòåòèè èçìåíÿòñÿ â k ðàç,
à çíà÷èò, è âåðõíÿÿ ãðàíü ïåðèìåòðîâ èçìåíèòñÿ âî ñòîëüêî æå ðàç (ñì.
ðàçäåë 4.2.1). Òàêèì îáðàçîì L

D = L′

D′ .

Îïðåäåëåíèå 44. ×èñëî π åñòü îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê å¼ äèà-
ìåòðó: π = L

D .

4.3.3 Äëèíà äóãè

Ðàññìîòðèì ÷àñòü îêðóæíîñòè, îòñåêàåìóþ îò íåå íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ýòà
÷àñòü íàçûâàåòñÿ äóãîé îêðóæíîñòè, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ� êîíöàìè äóãè.
Çàìåòèì, ÷òî äóãà çàäàåòñÿ ñâîèìè êîíöàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî,

ò.ê. ñóùåñòâóþò äâå äóãè
_

AB ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è B (ñì. ðèñ. )

Îïðåäåëåíèå 45. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòàÿ ëîìàíàÿ A1 . . . An âïèñàíà â äóãó
_

AB, åñëè åå êîíöû ñîâïàäàþò ñ êîíöàìè äóãè, à îñòàëüíûå âåðøèíû ëå-
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æàò íà äóãå
_

AB (ñì. ðèñ. 4.3.3). Áóäåì îáîçíà÷àòü V(
_

AB)�ìíîæåñòâî âñåõ

ëîìàíûõ, âïèñàííûõ â äóãó
_

AB, à |V(
_

AB)|�ìíîæåñòâî èõ äëèí.

A0 = A A1

A2

. . .

An = B

Ðèñ. 4.3: Ëîìàíàÿ âïèñàíà â äóãó.

Îïðåäåëåíèå 46. Äóãè íàçûâàþò ðàâíûìè, åñëè ó íèõ ðàâíû ðàäèóñû
è óãëîâûå ìåðû.

Îïðåäåëåíèå 47. Äëèíîé äóãè (îáîçíà÷àþò |
_

AB | íàçûâàþò òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü äëèí âïèñàííûõ â íåå ëîìàíûõ, ò.å.

|
_

AB | = sup |V(
_

AB)|.

Óêàçàííàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó äëè-
íû ëîìàííûõ íå ïðåâîñõîäÿò ïåðèìåòðà ìíîãîóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî
îêðóæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 10. Äëèíû ðàâíûõ äóã ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì äàíû äóãè
_

AB è
_

A′B′, ó êîòîðûõ ðàâíû ðàäèóñû

è óãëîâûå ìåðû. Òîãäà ëþáîé ëîìàíîé A1A2...An ∈ V(
_

AB), âïèñàííîé â
_

AB

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ëîìàíóþ A′1A
′
2...A

′
n ∈ V(

_

AB), âïèñàííóþ

â
_

A′B′, ïðè÷åì |A1...An| = |A′1...A′n|. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà |V(
_

AB) è

|V(
_

A′B′) ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, çíà÷èò ñîâïàäàþò è èõ sup.

Òåîðåìà 12 (Àääèòèâíîñòü äëèíû äóãè). Ïóñòü òî÷êà B ðàñïîëîæåíà

íà äóãå
_

AC, òîãäà |
_

AB |+ |
_

BC | = |
_

AC |. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëèíà äóãè,
ñîñòàâëåííîé èç äâóõ äðóãèõ ðàâíà ñóììå äëèí ýòèõ äóã.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: L1 = |
_

AB |, L2 = |
_

BC | è L = |
_

AC |.

A0 = A A1

A2

. . .

Am = B

B1

. . .

Bn = C

Ðèñ. 4.4: Äâå ëîìàíûå ñ îáùèì êîíöîì.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì ëîìàíûå AA1...Am−1B è

BB1...Bn−1C âïèñàííûå â äóãè
_

AB è
_

BC òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü íåðàâåíñòâà |AA1...Am−1B| > L1 − ε

2 è |BB1...Bn−1C| > L2 − ε
2 . Ñóùå-

ñòâîâàíèå òàêèõ ëîìàíûõ âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.
Çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíèâ ëîìàíûå AA1...Am−1B è BB1...Bn−1C, âïèñàííûå

â äóãè
_

AB è
_

BC, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ëîìàííóþAA1...Am−1BB1...Bn−1C

âïèñàííóþ â äóãó
_

AC (ñì. ðèñ. 4.3.3). Ïîýòîìó

L = |
_

AC | = sup |V(
_

AC)| ≥ |AA1...Am−1BB1...Bn−1C| > L1 +L2−ε. (4.3.1)

C äðóãîé ñòîðîíû âûáåðåì ëîìàíóþ AA1...AmB1...Bn, âïèñàííóþ â äóãó
_

AC òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |AA1...AmB1...Bn| > L − ε. Åñëè
òî÷êà B íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ëîìàíîé, òî äîáàâèì åå, ïðè ýòîì äëèíà
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ëîìàíîé, î÷åâèäíî, óâåëè÷èòñÿ. |AA1...AmBB1...Bn| > |AA1...AmB1...Bn| >
> L− ε. Çàìåòèì, ÷òî ëîìàíàÿ AA1...AmBB1...Bn ñîñòàâëåíà èç äâóõ ëîìà-

íûõ, AA1...AmB ∈ V(
_

AB) è BB1...Bn ∈ V(
_

BC), ñëåäîâàòåëüíî,

L− ε < |AA1...AmBB1...Bn| = |AA1...AmB|+ |B1...Bn| ≤ L1 + L2. (4.3.2)

Èç íåðàâåíñòâ 4.3.1 è 4.3.2 âûòåêàåò, ÷òî

L− ε < L1 + L2 < L+ ε.

Ïîñêîëüêó ε > 0�ïðîèçâîëüíîå, òî L = L1 + L2.

4.3.4 Ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà

Íåêîòîðûå ôàêòû èç ãåîìåòðèè

Íàïîìíèì, ÷òî óãîë � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà íà ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç
òî÷êè - âåðøèíû óãëà, è äâóõ ðàçëè÷íûõ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè�
ñòîðîí óãëà.

Ñâîéñòâà óãëîâ2:

• Êàæäûé óãîë èìååò îïðåäåë¼ííóþ ãðàäóñíóþ ìåðó, á�îëüøóþ íóëÿ.

• Ðàçâ¼ðíóòûé óãîë ðàâåí 180◦.

• Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà ðàâíà ñóììå ãðàäóñíûõ ìåð óãëîâ, íà êîòîðûå
îí ðàçáèâàåòñÿ ëþáûì ëó÷îì, ëåæàùèì ìåæäó ñòîðîíàìè óãëà. Ëó÷
ëåæèò ìåæäó ñòîðîíàìè óãëà, åñëè îí èñõîäèò èç âåðøèíû óãëà è
ïåðåñåêàåò êàêîé-ëèáî îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ óãëà.

• Óãîë ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàçûâà-
åòñÿ ïëîñêèì óãëîì.

• Öåíòðàëüíûì óãëîì íàçûâàåòñÿ ïëîñêèé óãîë ñ âåðøèíîé â öåíòðå
íåêîòîðîé îêðóæíîñòè.

• Óãëû ñ ñîâïàäàþùèìè ñòîðîíàìè èìåþò ãðàäóñíóþ ìåðó 0◦.

• Ïëîñêèå è öåíòðàëüíûå óãëû èìåþò ìåðó îò 0◦ äî 360◦.

Óïðàæíåíèå 146. Ëó÷ èñõîäèò èç âåðøèíû óãëà è ïåðåñåêàåò êàêîé-ëèáî
îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ óãëà. Äîêàæèòå, îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ïà-
øà3, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ëó÷ ïåðåñåêàåò ëþáîé äðóãîé îòðåçîê ñ êîíöàìè
íà ñòîðîíàõ óãëà. Òåîðåìà Ïàøà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäíó èç åãî âåðøèí, òî
îíà ïåðåñåêàåò îäíó èç äâóõ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå òàêæå
òåîðåìó Ïàøà.

2Óïîòðåáëÿÿ ñëîâî óãîë, áóäåì èìåòü â âèäó ëèáî ïðîñòî óãîë, ëèáî ïëîñêèé óãîë,
ëèáî öåíòðàëüíûé óãîë.

3Â àêñèîìàòèêå Ãèëüáåðòà ãåîìåòðèè Åâêëèäà òåîðåìà Ïàøà âçÿòà çà àêñèîìó.
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Îïðåäåëåíèå 48. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 1. Ðàäèàííîé ìåðîé óãëà íàçûâàþò
äëèíó äóãè, âûñåêàåìîé ñòîðîíàìè ýòîãî óãëà.

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü ïëîñêèé óãîë èìååò ìåðó α ãðàäóñîâ. Òîãäà åãî
ðàäèàííàÿ ìåðà åñòü ϕ = π

180 · α.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàíî áóäåò óòâåðæäåíèå, êîãäà α ∈ Q, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî α óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî ïîçäíåå. Ïóñòü α = m

n , ðàçîáüåì äóãó
â 180◦ íà 180n ðàâíûõ ÷àñòåé. Èç àääèòèâíîñòè äëèíû äóãè âûòåêàåò, ÷òî
äëèíà êàæäîé èç ÷àñòåé ðàâíà π

180n . Âçÿâ m òàêèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì äóãó
äëèíû mπ

180n = π
180 · α.

Òàêèì îáðàçîì, ðàäèàííàÿ ìåðà åñòü ëèíåéíàÿ çàìåíà ãðàäóñíîé ìåðû.
Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ 11 ñîñòàâèì òàáëèöó ñîîòâåòñòâèÿ ãðàäóñíîé è ðà-
äèàííîé ìåðû äëÿ íåêîòîðûõ óãëîâ.

α◦ 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦ 360◦

ϕ 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3π

2 2π

O

A′0 = A
A′1

A′2

. . .

A′m = B′

A0 = A A1

A2

. . .

Am = B

Ðèñ. 4.5: Ãîìîòåòèÿ âïèñàííûõ ëîìàíûõ.

Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè â îêðóæíîñòè ðàäèóñà R çàäàíà äóãà
_

AB óãëîâàÿ
ìåðà êîòîðîé ðàâíà α (ðàäèàí), òî äëèíà äóãè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

|
_

AB | = Rα.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Âûáåðåì äóãó
_

A′B′ â åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Äëÿ ëþáîé ëîìàíîé, âïèñàíîé

â
_

A′B′ ñäåëàåì ãîìîòåòèþ ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì R (ñì. ðèñ. 4.3.4).

Î÷åâèäíî, ëîìàíàÿ ïåðåéäåò â ëîìàíóþ, âïèñàííóþ â äóãó
_

AB, à åå äëè-
íà óâåëè÷èòñÿ (èëè óìåíüøèòñÿ, åñëè R < 1) â R ðàç. Ò.Â.Ã. äëèí ëîìàíûõ,

âïèñàííûõ â
_

A′B′ ðàâíà α, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëîìàíûõ, âïèñàííûõ â
_

AB
îíà ðàâíà Rα.
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Ãëàâà 5

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà.

5.1 Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

Åùå â XVII âåêå Ãàëèëåî Ãàëèëåé çàäàë âîïðîñ: Êàêèõ ÷èñåë áîëüøå�
íàòóðàëüíûõ èëè òî÷íûõ êâàäðàòîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íå âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè, áîëåå òîãî, êâàäðàòû èäóò âñå ðåæå
è ðåæå. Íàïðèìåð, ìåæäó ÷èñëàìè 1 000 001 è 1 002 000 íåò íè îäíîãî
òî÷íîãî êâàäðàòà.

Óïðàæíåíèå 147. Äîêàæèòå ýòî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå åãî êâàäðàò.

Â èòîãå Ãàëèëåé ïðèõîäèò ê âûâîäó: ß íå âèæó âîçìîæíîñòè íèêàêîãî
äðóãîãî ðåøåíèÿ, êàê ïðèçíàòü, ÷òî áåñêîíå÷íî êîëè÷åñòâî ÷èñåë âîîáùå,
áåñêîíå÷íî ÷èñëî êâàäðàòîâ, áåñêîíå÷íî è ÷èñëî êîðíåé. Íåëüçÿ ñêàçàòü,
÷òî ÷èñëî êâàäðàòîâ ìåíüøå êîëè÷åñòâà âñåõ ÷èñåë, à ïîñëåäíåå áîëüøå: â
êîíå÷íîì âûâîäå ñâîéñòâà ðàâåíñòâà, à òàêæå áîëüøåé è ìåíüøåé âåëè-
÷èíû íå èìåþò ìåñòà òàì, ãäå äåëî èäåò î áåñêîíå÷íîñòè, è ïðèìåíèìû
òîëüêî ê êîíå÷íûì êîëè÷åñòâàì.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ïàðàäîêñîâ áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå ìîù-
íîñòè ìíîæåñòâà. Ïîêà ìû íå ìîæåì ñòðîãî îïðåäåëèòü ÷òî òàêîå ìîù-
íîñòü1, íî ìîæåì îïèñàòü ìíîæåñòâà, ó êîòîðûõ îíà îäèíàêîâàÿ.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå:
Ïðåäñòàâüòå, ÷òî â áîëüøîé àóäèòîðèè ñòîÿò ñòóëüÿ è ïî íåé áåãàþò
øêîëüíèêè. Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ ðàâíî êîëè÷åñòâó
øêîëüíèêîâ? Êîíå÷íî, ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü òåõ è äðóãèõ, íî àóäèòîðèÿ
áîëüøàÿ, øêîëüíèêè áåãàþò � ëåãêî ñáèòüñÿ ïðè ïîäñ÷åòå... Ïîýòîìó

1Äëÿ ëþáîïûòíûõ ïðèâåäåì çäåñü ññûëêó:
http://ru.wikipedia.org/wiki/Ìîùíîñòü_ìíîæåñòâà
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ïðîùå ïîïðîñèòü øêîëüíèêîâ ñåñòü íà ñòóëüÿ. Åñëè îñòàëèñü ñâîáîäíûå
ñòóëüÿ, çíà÷èò ñòóëüåâ áîëüøå ÷åì øêîëüíèêîâ, åñëè êîìó-òî íå õâà-
òèëî ñòóëà, çíà÷èò øêîëüíèêîâ áîëüøå. À åñëè íå îñòàíåòñÿ íè ñâîáîä-
íûõ ñòóëüåâ, íè øêîëüíèêîâ, êîòîðûì íå äîñòàëîñü ñòóëà, òî, çíà÷èò,
øêîëüíèêîâ è ñòóëüåâ ïîðîâíó.

Îïðåäåëåíèå 49. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ò.å. áèåêöèÿ) ìåæäó èõ ýëå-
ìåíòàìè. Ïðè ýòîì êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäèí
ýëåìåíò b = f(a) ∈ B è êàæäîìó b ∈ B ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ýëåìåíò
a ∈ A, òàêîé, ÷òî f(a) = b.

Íàïîìíèì, ÷òî èíúåêöèåé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f , êîòîðîå ïåðåâîäèò
ðàçíûå ýëåìåíòû â ðàçíûå, ò.å. åñëè x1 6= x2, òî f(x1) 6= f(x2). Íàïðèìåð,
îòîáðàæåíèå f1(x) = x3 ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, à f2(x) = x2 �íåò. Ñþðúåêöè-
åé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå X → Y , êîòîðîå ¾íàêðûâàåò¿ âñå ìíîæåñòâî Y ,
ò.å. ∀y ∈ Y ∃x ∈ x : f(x) = Y 2. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå f1(x) = x3 ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêöèåé, à f2(x) = x2 �íåò. Áèåêöèåé (âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæå-
íèåì) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èíúåêöèåé
è ñþðúåêöèåé.

Îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà |A|, åñëè ìíîæåñòâî êîíå÷íîå, òî
|A| = n�÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Äëÿ ìîùíîñòè áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû ïîçäíåå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè B
è îáîçíà÷àòü |A| ≤ |B| (èëè |B| ≥ |A|), åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç A â B.
Åñëè |A| ≤ |B| è ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, òî áóäåì ãîâîðèòü
÷òî A ìíîæåñòâî ìåíüøåé ìîùíîñòè, ÷åì B è îáîçíà÷àòü |A| < |B| (èëè
|B| > |A|).

Ïðèìåð 16. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî [0, 1] è ìíîæåñòâî [0, 1). Êàçàëîñü
áû, âî âòîðîì íà îäíó òî÷êó ìåíüøå, íî, îêàçûâàåòñÿ, ýòè ìíîæåñòâà
ðàâíîìîùíû. Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

f(x) =

{
x, åñëè x 6= 1, 1

2 ,
1
4 , . . . ,

1
2k
, . . .

1
2k+1 , åñëè x = 1

2k
.

Îíà ïåðåâîäèò 1 → 1
2 ,

1
2 →

1
4 , è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó

[0, 1] ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò [0, 1) è íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 50. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì. Åãî ìîùíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ℵ0 (÷èòà-
åòñÿ àëåô�íîëü).

Õîðîøèì ïðèìåðîì, èëëþñòðèðóþùèì ñâîéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, ÿâ-
ëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé îòåëü Ãèëüáåðòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãäå-òî äàëåêî,

2Ýòî îïðåäåëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò Y . Òàê, íàïðèìåð, f(x) =
√
x íå ÿâëÿåòñÿ

ñþðúåêöèåé åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê îòîáðàæåíèå R → R, íî ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé êàê
îòîáðàæåíèå [0,+∞)→ [0,+∞).
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íà êðàþ Ãàëàêòèêè ðàñïîëîæåí îòåëü, â êîòîðîì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íîìå-
ðîâ (îäíîìåñòíûõ), âñå îíè ïðîíóìåðîâàíû: 1,2,3, . . . , 2014, . . . Äîïóñòèì,
÷òî âñå íîìåðà çàíÿòû ïîñòîÿëüöàìè. Ïðèáûâàåò åùå îäèí ïîñòîÿëåö. Ìîæ-
íî ëè åãî ïîñåëèòü â îòåëå? Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî! Ïåðåñåëèì ïîñòîÿëüöà èç
ïåðâîãî íîìåðà âî âòîðîé, èç âòîðîãî â òðåòèé, . . . èç 2014-ãî � â 2015-é, è
ò. ä. Òîãäà ïåðâûé íîìåð îñâîáîäèòñÿ, â íåãî ìîæíî áóäåò ïîñåëèòü íîâîãî
ïîñòîÿëüöà. Ïóñòü íà ñëåäóþùèé äåíü ïðèáûëî 100 ïîñòîÿëüöåâ. Íàéäåòñÿ
ëè ìåñòî äëÿ íèõ? Êîíå÷íî! Ïåðåñåëÿåì 1→ 101, 2→ 102, . . . 2013→ 2113.
Â èòîãå ïåðâûå 100 íîìåðîâ ñâîáîäíû� òóäà è ñåëèì íîâûõ ïîñòîÿëüöåâ.
Íî íà ñëåäóþùèé äåíü ïðèáûâàåò óæå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîñòîÿëüöåâ! Êó-
äà èõ ïîñåëèòü? Ïåðåñåëÿåì 1 → 2, 2 → 4, . . . 2013 → 4026,. . . Â ðåçóëüòàòå
ñòàíîâÿòñÿ ñâîáîäíû âñå êîìíàòû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè, à èõ áåñêîíå÷íîå
÷èñëî. Òàì è ðàçìåñòÿòñÿ âíîâü ïðèáûâøèå.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ïîñòîÿëåö êîìíàòû �2014 ðåøèë ïîêèíóòü îòåëü.
×òîáû íîìåð íå ïðîñòàèâàë ïåðåñåëèì 2015 → 2014, 2016 → 2015, . . . � è
îïÿòü âñå íîìåðà çàíÿòû!

Äîïóñòèì, ÷òî çàõîòåëè óåõàòü âñå ïîñòîÿëüöû, çàíèìàþùèå êîìíàòû
ñ ïðîñòûìè íîìåðàìè 2, 3, 5, 7, 11, . . . Êàê âû, íàâåðíîå, çíàåòå, ïðîñòûõ
÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî3. Ïåðåñåëèì îñòàâøèõñÿ ïîñòîÿëüöåâ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: 4 → 2, 6 → 3, 8 → 4, 9 → 5, 10 → 6, . . . è ò.ä. Áîëåå ôîðìàëüíî,
ïóñòü p(x) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x. Òîãäà ïåðåñå-
ëÿåì x→ x− p(x). Â ðåçóëüòàòå âñå íîìåðà ñíîâà çàíÿòû.

Ëåììà 1. Ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè
ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü B ⊂ A, åñëè îíî êîíå÷íî, òî ëåììà äîêàçàíà; ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî
áåñêîíå÷íî. Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïóñòü f(1)�íàèìåíüøèé íîìåð k1, òàêîé, ÷òî ak1

∈ B.
Äàëåå, f(2)�íàèìåíüøèé íîìåð k2 6= k1, òàêîé, ÷òî ak2

∈ B. È òàê äàëåå,
f(n)�íàèìåíüøèé íîìåð kn 6= k1, . . . , kn−1, òàêîé, ÷òî ak2

∈ B. Îòîáðà-
æåíèå f : N 7→ B ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ò.ê. ëþáîé ýëåìåíò b ∈ B ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì A ñ êàêèì-òî íîìåðîì k̂, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ðàññìîòðåí íà
íåêîòîðîì øàãå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A 7→ N, òîãäà A� êî-
íå÷íîå èëè ñ÷åòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ N,
çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: Y = {y = f(a) : a ∈ A}. Òîãäà ïî ëåììå
1 ìíîæåñòâî Y êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, ïðè÷åì f : A → Y � áèåêöèÿ, ò.å.
|A| = |Y |.

Ëåììà 2. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì.

3À åñëè íå çíàåòå, òî âîò äîêàçàòåëüñòâî Åâêëèäà:
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî: p1, . . . , pn. Òîãäà ðàññìîòðèì
÷èñëî N = p1 · p2 · . . . · pn + 1. Ó íåãî äîëæåí áûòü ïðîñòîé äåëèòåëü (èëè îíî ñàìî
ïðîñòîå), íå ñîâïàäàþùèé íè ñ îäíèì èç p1, . . . , pn. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü A = {a1, . . . , aN}�êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à B = {b1, . . . , bn, . . .}� ñ÷åò-

íîå. Ðàññìîòðèì f(n) =

{
an, n ≤ N ;

bn−N , n > N.
. Î÷åâèäíî, f : N 7→ A ∪ B �

áèåêöèÿ.

Ëåììà 3. Îáúåäèíåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü A = {a1, . . . , an, . . .}, B = {b1, . . . , bn, . . .}. Ðàññìîòðèì

f(n) =

{
ak, n = 2k;

bk, n = 2k + 1.
.

Î÷åâèäíî, f : N 7→ A ∪B � áèåêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Îáúåäèíåíèå N ∈ N ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì.

Ëåììà 4. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü A = {a1, . . . , am, . . .}, B = {b1, . . . , bn, . . .}. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
f : A × B 7→ N, êîòîðîå çàäàíî òàê: f(am, bn) = 2m · 3n. Ðàçëîæåíèå ÷èñ-
ëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åäèíñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, f �èíúåêöèÿ. Ïî
ñëåäñòâèþ 2 ìíîæåñòâî A×B ñ÷åòíî.

Ñëåäñòâèå 4. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Ñëåäñòâèå 5. Ìíîæåñòâî Z� ñ÷åòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Z = N ∪ {0} ∪ (−N).

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî Q� ñ÷åòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð P = {(m,n) |m ∈ Z, n ∈ N} = Z×N� îíî ñ÷åò-
íîå ïî ëåììå 4. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f : Q→ P , òàêîå, ÷òî f(mn )→ (m,n),
åñëè äðîáü m

n íåñîêðàòèìà4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 2 ìíîæåñòâî Q
ñ÷åòíî.

4Ýòî óñëîâèå íóæíî äëÿ îäíîçíà÷íîñòè çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ.
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5.2 Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà

Ó ÷èòàòåëÿ ìîãëî âîçíèêíóòü âïå÷àòëåíèå, ÷òî âñå áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà
ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè. Íî ýòî íå òàê, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 13. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1]�íå ñ÷åòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå � ÷òî ìîæíî êàê-òî çàíóìåðîâàòü âñå ÷èñëà èç îò-
ðåçêà: [0; 1] = {a1, . . . , an, . . .}.

Ðàññìîòðèì äåñÿòè÷íûå çàïèñè êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë:

a1 = 0,α
(1)
1 α

(1)
2 . . . α(1)

n . . .

a2 = 0,α
(2)
1 α

(2)
2 . . . α(2)

n . . .

. . .

an = 0,α
(n)
1 α

(n)
2 . . . α(n)

n . . .

. . .

Åñëè âîçìîæíî äâà âàðèàíòà çàïèñè ÷èñëà, íàïðèìåð 0,5 è 0,49...9...,
áóäåì (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) âûáèðàòü âàðèàíò ñ íóëÿìè, à íå ñ äåâÿòêàìè.

Âûáåðåì äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α
(1)
1 , α(2)

2 , . . .α(n)
n , . . . , ïî

íåé ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü βi =

{
1, α

(i)
i = 2;

2, α
(i)
i 6= 2,

ò.å. ïðîñòî çàìåíèì

âñå öèôðû 2 íà 1, à îñòàëüíûå� íà öèôðó 2. Ñîñòàâèì èç ýòèõ öèôð ÷èñëî
b = 0,β1β2 . . . βn . . .. Î÷åâèäíî, b ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0, 1] íî íå ðàâíî íè
îäíîìó èç ÷èñåë ai, ïîñêîëüêó îòëè÷àåòñÿ îò êàæäîãî èç íèõ ïî êðàéíåé
ìåðå â îäíîì ðàçðÿäå. Ïðîòèâîðå÷èå.5

Îïðåäåëåíèå 51. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà [0, 1] íàçûâàåòñÿ êîíòèíóóì è
îáîçíà÷àåòñÿ |[0, 1]| = c.

Ñëåäñòâèå 6. Ìíîæåñòâî R�íå ñ÷åòíîå.

5.3 Òåîðåìà Êàíòîðà

Ïðèâåäåì çäåñü çàáàâíóþ çàäà÷ó èç êíèãè Ð.Ì.Ñìàëëèàíà ¾Êàê æå íàçû-
âàåòñÿ ýòà êíèãà¿:

Îäíàæäû èíñïåêòîð Êðýã ïîñåòèë íåêóþ îáùèíó è ïîáåñåäîâàë ñ îä-
íèì èç åå ÷ëåíîâ � ñîöèîëîãîì ÌàêCíóðäîì, êîòîðûé ñîîáùèë ñëåäóþùåå:
� ×ëåíû îáùèíû îðãàíèçîâàëè íåñêîëüêî êëóáîâ. Êàæäûé ÷ëåí îáùèíû
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ÷ëåíîì áîëåå îäíîãî êëóáà. Êàæäûé êëóá ïîëó÷àåò íà-
çâàíèå â ÷åñòü îäíîãî èç ÷ëåíîâ îáùèíû. Íèêàêèå äâà êëóáà íå íàçâàíû

5Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî çàïèñè 0,49..9 . . . è 0,50 . . . 0 . . . îáî-
çíà÷àþò îäíî è òî æå ÷èñëî, õîòÿ è îòëè÷àþòñÿ â êàæäîì ðàçðÿäå. Íî â äàííîì ñëó÷àå
÷èñëî b ñîñòàâëåíî òîëüêî èç öèôð 1 è 2, ïîýòîìó íå ìîæåò èìåòü àëüòåðíàòèâíîé ôîðìû
çàïèñè.
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â ÷åñòü îäíîãî è òîãî æå ÷ëåíà îáùèíû, è èìÿ êàæäîãî ÷ëåíà îáùèíû
íîñèò êàêîé-òî êëóá. ×ëåí îáùèíû íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ÷ëåíîì
êëóáà, íîñÿùåãî åãî èìÿ. Âñÿêîãî, êòî ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì êëóáà, íîñÿùåãî
åãî èìÿ, ìû íàçûâàåì íîìèíàáåëüíûì. Âñÿêîãî, êòî íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì
êëóáà, íîñÿùåãî åãî èìÿ, ìû íàçûâàåì íåíîìèíàáåëüíûì. Ñàìîå óäèâè-
òåëüíîå â íàøåé îáùèíå - ýòî òî, ÷òî âñå íåíîìèíàáåëüíûå åå ÷ëåíû
âõîäÿò â îäèí êëóá.
Èíñïåêòîð Êðýã íà ìèã çàäóìàëñÿ è âíåçàïíî ïîíÿë, ÷òî ÌàêCíóðä íå
î÷åíü ñèëåí â ëîãèêå: â åãî èñòîðèè êîíöû íå ñõîäÿòñÿ ñ êîíöàìè. Ïî÷å-
ìó?

Óïðàæíåíèå 148. Ïî÷åìó?

Îïðåäåëåíèå 52. Áóäåì îáîçíà÷àòü 2A = {A′ ⊂ A}�ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ A.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè |A| = n�êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ó íåãî ðîâíî 2n

ïîäìíîæåñòâ.
Èçâåñòíûé íåìåöêèé6 ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàíòîð ñôîðìóëèðîâàë â 1899

ãîäó ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 14 (Êàíòîð). Ïóñòü A�íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, òîãäà |A| < |2A|

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. |A| = |2A|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A →
→ 2A, êîòîðàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå f(a) ⊂ A.
Ïóñòü B = {a ∈ A | a 6∈ f(a)}. Ïîñêîëüêó f � áèåêöèÿ, òî íàéäåòñÿ b =
= f−1(B), òî åñòü f(b) = B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b ∈ B. Òîãäà (ïî îïðåäå-
ëåíèþ ìíîæåñòâà B) b 6∈ f(b) = B. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî b 6∈ B, òî
ïîëó÷àåì b ∈ f(b) = B � â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Íà ýòîé òåîðåìå îñíîâàí ñëóþþùèé ïàðàäîêñ:
Ïàðàäîêñ Êàíòîðà

Ïóñòü A�ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ. Òîãäà 2A ⊂ A (ò.ê. ëþáîå ïîäìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ åãî ýëåìåíòîì). Ñëåäîâàòåëüíî |2A| 6 |A| < |2A|. Ïðîòè-
âîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî
áîëüøåé ìîùíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî 2R áîëüøå êîíòèíóóìà è
íàçûâàåòñÿ ãèïåðêîíòèíóóì.

5.4 Òåîðåìà Êàíòîðà �Áåðíøòåéíà

Èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ÷åòíîñòè áåñêîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà A äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü åãî èíüåêöèþ â N. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì íåêîòîðîãî îáùåãî ôàêòà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçûâàòü
ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâ.

6Ãåîðã Êàíòîð ðîäèëñÿ è æèë äî 11 ëåò â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå.
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Ðèñ. 5.1: Ãåîðã Êàíòîð (1845�1918)

Òåîðåìà 15 (Êàíòîð �Áåðíøòåéí). Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñóùå-
ñòâóþò èíúåêöèè f : A 7→ B è g : B 7→ A. Òîãäà |A| = |B|, ò.å. ìíîæåñòâà
A è B ðàâíîìîùíû.

A0

A1

A2

A3

. . .

A∞

B0

B1

B3

. . .

B∞

f

g−1

g−1

B2

f

f

Ðèñ. 5.2: Òåîðåìà Êàíòîðà �Áåðíøòåéíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì A0 = A\g(B), B0 = B\f(A).7 A1 = g(B0), B1 = f(A0). Íåñëîæíî
çàìåòèòü, ÷òî A0 ∩A1 = ∅, B0 ∩B1 = ∅ è ïîñòðîèòü áèåêöèþ ìåæäó A0 ∪A1

è B0 ∪B1.

7Íàïîìíèì, ÷òî f(A) îáîçíà÷àåò îáðàç ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f .
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Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Â1 = A \ (A0 ∪ A1) è B̂1 = B \ (B0 ∪ B1)
è ïðîâåäåì äëÿ íèõ àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå: A2 = Â1 \ g(B̂1), B2 = B̂1 \
\ f(Â1) è A3 = g(B2), B3 = f(A2). Ïðîäîëæèì ýòî ïîñòðîåíèå, íà k�ì øàãå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà Âk = A \ (
2k−1⋃
i=0

Ai è B̂k = B \ (
2k−1⋃
i=0

Bi).

Äëÿ íèõ ïîñòðîèì A2k = Âk \ g(B̂k), B2k = B̂k \ f(Âk) è A2k+1 = g(B2k),
B2k+1 = f(A2k).

Òàêæå îáîçíà÷èì A∞ = A \ (
∞⋃
i=0

Ai è B∞ = B \ (
∞⋃
i=0

Bi).

Èòàê, ïîëó÷èëè ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ A è B íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïî-

íåíòû: A =
( ∞⋃
j=0

Ak
)
∪A∞; è B =

( ∞⋃
j=0

Bk
)
∪B∞. Ïîñòðîèì òåïåðü áèåêòèâíîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (ñì. ðèñ. 5.2)

F (a) =

{
f(a), a ∈ A2k èëè a ∈ A∞;

g−1(a), a ∈ A2k+1.

Îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ò.ê. äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . îòîáðàæåíèå f :
: A2k 7→ B2k+1 áóäåò áèåêöèåé è g−1 : A2k+1 7→ B2k+2 � òîæå áóäåò áèåêöè-
åé.

Òåîðåìà 16. Êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, îòðåçîê ìîæíî èíúåêòèâíî îòîáðàçèòü â êâàäðàò. Ïîñòðîèì èíú-
åêöèþ êâàäðàòà â îòðåçîê. Äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë (x, y) âûáåðåì äåñÿ-
òè÷íîå ðàçëîæåíèå, íå ñîäåðæàùåå äåâÿòîê â ïåðèîäå: x = 0,x1x2...xn...,
y = 0,y1...yn.... Îòîáðàçèì èõ â ÷èñëî f(x, y) = 0,x1y1x2y2...xnyn..., î÷åâèä-
íî, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [0, 1]. Ïîñêîëüêó ìû âûáèðàëè ïðåäñòàâëåíèå
x è y áåç äåâÿòîê â ïåðèîäå, òî èõ íå áóäåò è â f(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîá-
ðàæåíèå � èíúåêöèÿ. Òîãäà, ïî òåîðåìå Êàíòîðà �Áåðíøòåéíà ïîëó÷àåì,
÷òî îòðåçîê è êâàäðàò ðàâíîìîùíû.

5.5 Ìíîæåñòâî Êàíòîðà

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1].
Øàã 1: Âûáðîñèì èç íåãî ñåðåäèíó, ò.å. èíòåðâàë ( 1

3 ,
2
3 ). Ïîëó÷èì äâà îò-

ðåçêà [0, 1
3 ] è [ 2

3 , 1].
Øàã 2: Èç êàæäîãî îòðåçêà âûáðîñèì ñåðåäèíó, ïîëó÷èì 4 îòðåçêà: [0, 1

9 ],
[ 2
9 ,

1
3 ], [ 2

3 ,
7
9 ] è [ 8

9 , 1].
. . .

Øàã n: Èìååòñÿ 2n−1 îòðåçêîâ âèäà a
(n−1)
i

3n−1 ,
b
(n−1)
i

3n−1 , i = 1, 2, . . . , 2n−1. Èç

êàæäîãî îòðåçêà âûáðîñèì ñåðåäèíó, ïîëó÷èì 2n îòðåçêîâ: a
(n)
i

3n ,
b
(n)
i

3n , i =
= 1, 2, . . . , 2n.
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Øàã 1

Øàã 2

Øàã 3
. . .

Ðèñ. 5.3: Ìíîæåñòâî Êàíòîðà

Òàê áóäåì äåëàòü äî áåñêîíå÷íîñòè. Ò.å. ðàññìîòðèì K =
∞⋂
n=1

Kn, ãäå

Kn � îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ, ïîëó÷åííûõ íà n-ì øàãå. Ìíîæåñòâî K íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî Êàíòîðà (ñì. ðèñ. 5.3).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå âûáðàñûâàþòñÿ èíòåðâàëû,
äëèíà êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 1

3 îò îòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ äëè-
íà îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ ñîñòàâëÿåò 2

3 îò äëèíû îòðåçêîâ íà ïðåäûäóùåì
øàãå. Ïîýòîìó íà n-ì øàãå ñóììàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ ñîñòàâèò

(
2
3

)n
, ÷òî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå äîëæíî
îñòàòüñÿ î÷åíü ìàëî òî÷åê. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ òî÷åê
íå òîëüêî áåñêîíå÷íî, íî åùå è ðàâíîìîùíî èñõîäíîìó îòðåçêó.

Òåîðåìà 17. |K| = c.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì âñå ÷èñëà íà îòðåçêå [0, 1] â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Òîãäà íà
n-ì øàãå áóäóò âûáðîøåíû ÷èñëà, èìåþùèå 1 â n-ì ðàçðÿäå (êðîìå ÷èñåë
âèäà 0, a1 . . . an−11(0) è 0, a1 . . . an−11(2)). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà, îáðàçîâàí-
íûå òîëüêî öèôðàìè 0 è 2 îñòàíóòñÿ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç [0, 1],
çàïèøåì åãî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, à ïîòîì çàìåíèì âñå öèôðû 1
íà 2. Ïîëó÷èì òðîè÷íóþ çàïèñü íåêîòîðîãî ÷èñëà, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó Êàíòîðà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó x ∈ [0, 1] ïîñòàâëåíî â ñîîò-
âåòñòâèå y ∈ K, ïðè÷åì ýòî îòîáðàæåíèå � èíúåêöèÿ. C äðóãîé ñòîðîíû,
K ⊂ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàíòîðà �Áåðíøòåéíà ýòè ìíîæåñòâà
ðàâíîìîùíû.
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×àñòü II

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

75





Ãëàâà 6

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

6.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 53. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (÷èñëîâîé) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a : N 7→ R. Ïðèíÿòî
îáîçíà÷åíèå a(n) = an, ÷èñëî an íàçûâàåòñÿ n-ì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáû÷íî çàïèñûâàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{an}∞n=1.

6.1.1 Ïðîãðåññèè

Ïðèìåð 17. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1,
êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî) ðàâåí ñóììå ïðåäûäóùåãî ñ
íåêîòîðûì ÷èñëîì d, êîòîðîå íàçûâàþò ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè, ò.å. (an+1 =
= an + d) ïðè âñåõ n ∈ N. Âåðíû ôîðìóëû äëÿ n�ãî ÷ëåíà

an = a1 + d(n− 1)

è äëÿ ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè

Sn = a1 + a2 + . . .+ an = (2a1 + d(n− 1)) · n
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî� èíäóêöèåé ïî n ∈ N, ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà-
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïðèìåð 18. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}∞n=1,
êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé (íà÷èíàÿ ñî 2�ãî) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäûäóùåãî ñ
íåêîòîðûì ÷èñëîì q, êîòîðîå íàçûâàþò çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè, ò.å.
∀n ∈ N(an+1 = an + d). Âåðíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ n-ãî ÷ëåíà

bn = b1 · qn−1

77
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è äëÿ ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè

Sn = b1 + b2 + . . .+ bn = b1 ·
qn − 1

q − 1
, åñëè q 6= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èíäóêöèÿ ïî n ∈ N, ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

6.1.2 ×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Ïðèìåð 19. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}∞n=1 â êîòî-
ðîé ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàâíû 1, à êàæäûé ïîñëåäóþùèé ðàâåí ñóììå äâóõ
ïðåäûäóùèõ.

Óòâåðæäåíèå 13. Âåðíà ôîðìóëà äëÿ n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ôèáîíà÷÷è:

ϕn =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n
−

(
1−
√

5

2

)n]
(ôîðìóëà Áèíý) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì φ1 = 1+
√

5
2 , φ2 = 1−

√
5

2 . Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî φ1 + φ2 = 1;
φ1 · φ2 = −1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âèåòà, ýòè ÷èñëà åñòü êîðíè êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ φ2 − φ − 1 = 0, à çíà÷èò φ2

i = φi + 1, i = 1, 2. Äîêàæåì
òåïåðü ôîðìóëó Áèíý èíäóêöèåé ïî n ∈ N

• Áàçà èíäóêöèè. Ïðîâåðÿåì äëÿ n = 1, 2:

ϕ1 =
1√
5

(φ1
1 − φ1

2) =

√
5√
5

= 1;

ϕ2 =
1√
5

(φ2
1 − φ2

2) =
1√
5

(φ1 − φ2)(φ1 + φ2) =

√
5√
5

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà âåðíà ïðè n = 1, 2.

• Øàã èíäóêöèè Ïîñêîëüêó ϕ1,2 �êîðíè óðàâíåíèÿ φ2 − φ − 1 = 0, òî
äëÿ íèõ âûïîëíåíî òîæäåñòâî: φ2 = φ+1. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà φn−1,
ïîëó÷èì

φn+1 = φn + φn−1. (6.1.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà Áèíý âåðíà äëÿ 1, 2, . . . , n è äîêàæåì åå
äëÿ n+ 1:

ϕn+1 = ϕn + ϕn−1 =
1√
5

(φn1 − φn2 ) +
1√
5

(φn−1
1 − φn−1

2 ) =

=
1√
5

[
(φn1 + φn−1

1 )− (φn2 + φn−1
2 )

]
.

Ïðèìåíèâ ðàâåíñòâî 6.1.1, ïîëó÷èì ϕn+1 = 1√
5

[
φn+1

1 − φn+1
2

]
.
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6.1.3 Îãðàíè÷åííûå è ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 54. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé ñâåð-
õó åñëè âñå åå ÷ëåíû íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî ÷èñëàM , ò.å. ïðè âñåõ n ∈ N
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî an 6M .

Îïðåäåëåíèå 55. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé ñíè-
çó åñëè âñå åå ÷ëåíû íå ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà m, ò.å. ïðè âñåç n ∈ N
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî an > m.

Îïðåäåëåíèå 56. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé åñëè
îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = −n2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó,
íî íå ñíèçó (è, çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé).

Îïðåäåëåíèå 57. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò âîçðàñòàþùåé åñëè
êàæäûé åå ÷ëåí ñòðîãî áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Ò.å. ∀n ∈ N an+1 > an.

Îïðåäåëåíèå 58. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò óáûâàþùåé åñëè
êàæäûé åå ÷ëåí ñòðîãî ìåíüøå ïðåäûäóùåãî. Ò.å. ∀n ∈ N an+1 < an.

Îïðåäåëåíèå 59. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò íåóáûâàþùåé åñëè
êàæäûé åå ÷ëåí íå ìåíüøå ïðåäûäóùåãî. Ò.å. ∀n ∈ Nan+1 > an

Îïðåäåëåíèå 60. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàþò íåâîçðàñòàþùåé åñ-
ëè êàæäûé åå ÷ëåí íå áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Ò.å. ∀n ∈ Nan+1 6 an.

Îïðåäåëåíèå 61. Âîçðàñòàþùèå, óáûâàþùèå, íåâîçðàñòàþùèå è íåóáû-
âàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò ìîíîòîííûìè.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = −n2 ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü an = 2013 ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è íåâîçðàñòàþùåé.

6.1.4 Ëîâóøêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 62. Ìíîæåñòâî A íàçûâàþò ëîâóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè an åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîïàäàþò â ýòî ìíîæåñòâî, ò.å. ∃N ∈ N, òàêîå, ÷òî ∀n > N(an ∈ A)

Ëåììà 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñóùåñòâóåò M > 0, òàêîå, ÷òî îòðåçîê [−M,M ] ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóþò m1 è m2, òà-
êèå, ÷òî ∀n(an ∈ [m1,m2]). Âûáåðåì M = max(m1,m2), òîãäà an ∈ [−M,M ]
ïðè âñåõ n ∈ N, ò.å. [−M,M ]�ëîâóøêà an.

2) Â îáðàòíóþ ñòðîíó. Ïóñòü [−M,M ]�ëîâóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
an. Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà −M 6
6 an 6M . Âûáåðåì

m1 = min(a1, a2, . . . , aN−1,−M)
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è
m2 = max(a1, a2, . . . , aN−1,M).

Òîãäà, î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâà m1 6 an 6 m2 âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî n, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 63. Ìíîæåñòâî A íàçûâàþò êîðìóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè an åñëè â ýòî ìíîæåñòâî ïîïàäàþò ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñêîëü
óãîäíî áîëüøèì íîìåðîì. ∀N ∈ N∃n > N : (an ∈ A)

Ïðèìåð 20. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)nn. Èíòåðâàë (−1, 1]
ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé, íî íå ëîâóøêîé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. À îòðå-
çîê [−1, 1] ÿâëÿåòñÿ è ëîâóøêîé è êîðìóøêîé.

Óïðàæíåíèå 149. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ëîâóøêà ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé
(äëÿ òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Óïðàæíåíèå 150. Ïóñòü A è B �êîðìóøêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Áó-
äåò ëè êîðìóøêîé à)A ∪B; á) A ∩B?

Óïðàæíåíèå 151. Ïóñòü A è B �ëîâóøêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Áóäåò
ëè ëîâóøêîé à)A ∪B; á) A ∩B?

Ðåøåíèå. (ïóíêòà á.) Ïî îïðåäåëåíèþ ëîâóøêè íàéäóòñÿ N1, N2 òà-
êèå, ÷òî ∀n > N1(an ∈ A) ∀n > N2(an ∈ B). Òîãäà âçÿâ N0 = max(N1, N2),
ïîëó÷èì ∀n > N0(an ∈ A ∪B), ñëåäîâàòåëüíî A ∩B �ëîâóøêà.

6.2 Áåñêîíå÷íî ìàëûå (á.ì.ï.) è áåñêîíå÷íî áîëü-
øèå (á.á.ï.) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

6.2.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 64. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ñîêðàùåííî á.ì.ï.) åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 îêðåñò-
íîñòü Uε(0) ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé.

Ïðèìåð 21. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 1
n ÿâëÿåòñÿ á.ì.ï. Äåéñòâèòåëü-

íî, çàôèêñèðóåì ε > 0 è ðàññìîòðèì N = [1/ε]+1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N
âûïîëíåíî an = 1/n < 1/N < ε, ò.å. an ∈ Uε(0).

Îïðåäåëåíèå 65. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ñîêðàùåííî á.ì.ï.) åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ìíîæåñòâî Uε(∞) = (−∞,−ε) ∪ (ε,+∞) ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé.

6.2.2 Ñâîéñòâà á.ì.ï. è á.á.ï.

Óòâåðæäåíèå 14. Ëþáàÿ á.ì.ï. îãðàíè÷åíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü an � á.ì.ï. Ïî îïðåäåëåíèþ á.ì.ï. íàéäåòñÿ N ∈ N, òàêîå, ÷òî ∀n >
> N(an ∈ U1(0)). Âûáåðåì C = max(|a1|, |a2|, . . . , |AN |, 1). Î÷åâèäíî (äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ n) |an| < C, ñëåäîâàòåëüíî −C < an < C, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Óòâåðæäåíèå 15. Ëþáàÿ á.á.ï. íåîãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûòåêàåò èç ëåììû 6.

Óòâåðæäåíèå 16. Ïóñòü an � á.á.ï. è an 6= 0 ïðè âñåõ n ∈ N. Òîãäà
bn = 1

an
� á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàôèêñèðóåì ε > 0. ÏóñòüM = 1

ε . Ïî îïðåäåëåíèþ (−∞,M)∪(M,∞) ÿâëÿ-
åòñÿ ëîâóøêîé an, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî |an| > M íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà. Ýòî ðàâíîñèëüíî (ïðè an 6= 0 ) òîìó, ÷òî |bn| = 1

|an| <
1
M = ε.

Óòâåðæäåíèå 17. a = lim
n→∞

an òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a− an ÿâëÿ-

åòñÿ á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü a = lim

n→∞
an. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 îêðåñòíîñòü Uε(a)�ëîâóøêà.

Ñëåäîâàòåëüíî ∀n > N(|a− an| < ε), à çíà÷èò ∀n > N(a− an) ∈ Uε(0), ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a− an ÿâëÿåòñÿ á.ì.ï. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 îêðåñòíîñòü Uε(0) ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, |a− an| < ε, à çíà÷èò an ∈ Uε(a).

6.2.3 Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà á.ì.ï.

Óòâåðæäåíèå 18. Ïóñòü an � á.ì.ï., C �íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà C · an �
òîæå á.ì.ï. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåíèå á.ì.ï. íà ÷èñëî åñòü á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè C = 0 òî 0 · an, î÷åâèäíî, á.ì.ï. Ïóñòü C 6= 0. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 âûáåðåì ε′ = ε

|C| > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ á.ì.ï. íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî
∀n > N(an ∈ Uε′(0)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀n > N |an| < ε′, ñëåäîâàòåëüíî
∀n > N |C · an| < ε′ · |C| = ε, à çíà÷èò C · an ÿâëÿåòñÿ á.ì.ï.

Óòâåðæäåíèå 19. Ïóñòü a′n è a′′n � á.ì.ï. Òîãäà an, ãäå an = a′n + a′′n �
òîæå á.ì.ï. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóììà á.ì.ï. åñòü á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì ε′ = ε

2 > 0. Òîãäà íàéäóòñÿ N è N ′,
òàêèå, ÷òî ∀n > N(|a′n| < ε′) è ∀n > N ′(|a′′n| < ε′) . Ñëåäîâàòåëüíî ∀n >
> max(N,N ′)(|an| = |a′n + a′′n| 6 |a′n| + |a′′n| < 2 · ε′ = ε). A çíà÷èò an �
á.ì.ï.
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Óòâåðæäåíèå 20. Ïóñòü an � á.ì.ï., cn � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Òîãäà bn, ãäå bn = an · cn �òîæå á.ì.ï. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâå-
äåíèå á.ì.ï. íà îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
cn � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò m è M ,
òàêèå, ÷òî ∀n ∈ N(m 6 cn 6 M). Âûáåðåì C = max(|m|, |M |) + 1 > 0,
òîãäà ∀n ∈ N(|cn| < C). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì ε′ = ε

C > 0. Ïî
îïðåäåëåíèþ á.ì.ï. íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî ∀n > N |an| < ε′, ñëåäîâàòåëüíî
∀n > N |an · cn| < |an · C| < ε′ · C = ε, à çíà÷èò an · cn ÿâëÿåòñÿ á.ì.ï.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü a′n è a′′n � á.ì.ï. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, ãäå
an = a′n · a′′n �òîæå á.ì.ï. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåíèå á.ì.ï. åñòü
á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 14 (î òîì, ÷òî ëþáàÿ á.ì.ï. îãðàíè÷åíà).

Óòâåðæäåíèå 21. Ïóñòü an � á.ì.ï., A 6= 0, è (A + an 6= 0) ïðè âñåõ

n ∈ N. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
bn = 1

an+A

}∞
n=1

îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì A > 0.

ÂûáåðåìN òàê, ÷òî ∀n > N(an ∈ UA/2(0)). Òîãäà |A+an| > A−an > A/2,
ñëåäîâàòåëüíî |bn| < 2/A.

Ïóñòü

M = max

(∣∣∣∣ 1

A+ a1

)
, . . . ,

∣∣∣∣ 1

A+ aN

∣∣∣∣ , 2

A

)
.

Î÷åâèäíî ∀n ∈ N(|bn| < M).

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü an, bn � á.ì.ï., A 6= 0, è A+an 6= 0 ïðè ëþáîì n ∈ N.
Òîãäà

{
cn = bn

an+A

}∞
n=1

� á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 20 è 21.

6.3 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àðèôìåòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Îïðåäåëåíèå 66. ×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = an −A ÿâëÿåòñÿ á.ì.ï.

Îïðåäåëåíèå 67. ×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈ N, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì n >
> N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |an − A| < ε. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ε−
−îêðåñòíîñòè òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.
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Óòâåðæäåíèå 22. Îïðåäåëåíèÿ 66 è 67 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ á.ì.ï.

Ïðèìåð 22. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n+1
n . Î÷åâèäíî, ÷òî

an − 1� á.ì.ï., ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

an = 1.

Ïðèìåð 23. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (−1)n. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðåäåëà an íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ ε = 1

2 ïîëó÷èì, ÷òî êàê
1, òàê è −1 äîëæíû ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè, ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

Óòâåðæäåíèå 23. Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò, òî îí
åäèíñòâåíåí, ò.å. ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü äâà ðàçíûõ ïðå-
äåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîïóñòèì ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà A 6 B. Âîçüìåì ε = |A−B|
2 >

> 0, òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîïàäàëè áû â Uε(A) è â Uε(B), ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. Uε(A) ∩ Uε(B) = ∅.

Óòâåðæäåíèå 24. Ïóñòü lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

bn = b. Òîãäà lim
n→∞

(an + bn) =

= a+ b.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç óòâåðæäåíèÿ 17 ñëåäóåò, ÷òî a− an è b− bn � á.ì.ï. Òîãäà ïî óòâåðæäå-
íèþ 19 èõ ñóììà {(a−an)+(b−bn)}∞n=1 � òîæå á.ì.ï. Ïåðåãðóïïèðîâàâ, ïîëó-
÷èì, ÷òî {(a+b−(an+bn)}∞n=1 � á.ì.ï. Ñëåäîâàòåëüíî, predel(an+bn) = a+b.

Óïðàæíåíèå 152. Ïóñòü lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

bn = b. Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

(an−
− bn) = a− b.

Óòâåðæäåíèå 25. Ïóñòü lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

bn = b. Òîãäà lim
n→∞

(an · bn) =

= a · b.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç óòâåðæäåíèÿ 17 ñëåäóåò, ÷òî a− an è b− bn � á.ì.ï. Ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

a · b− an · bn = a · (b− bn) + (a− an) · bn,

èç óòâåðæäåíèé 18 è 19 âûòåêàåò, ÷òî îíà � á.ì.ï. Ñëåäîâàòåëüíî lim
n→∞

(an·bn) =

= a · b.

Óòâåðæäåíèå 26. Ïóñòü lim
n→∞

bn = b 6= 0 ∀n ∈ N(bn 6= 0). Òîãäà lim
n→∞

1
bn

=

= 1
b .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè b > 0 . Òîãäà íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî bn ∈ Ub/2(b)

ïðè âñåõ n > N , à çíà÷èò bn > b
2 > 0. Ïóñòü

b0 = min(|b1|, |b2|, . . . , |bN |, b/2),

òîãäà b0 > 0, ïîñêîëüêó âñå ÷èñëà |b1|, |b2|, . . . , |bN |, b/2 ïîëîæèòåëüíû ïî

óñëîâèþ. Òîãäà ∀n ∈ N(|bn| > b0). Ñëåäîâàòåëüíî
∣∣∣ 1
bn

∣∣∣ 6 1
b0
, ïîýòîìó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü bn îãðàíè÷åíà. Ðàññìîòðèì 1
bn
− 1
b = b−bn

bn·b = (b−bn) · 1
bn
· 1b . Íî

b− bn � á.ì.ï. { 1
bn
}∞n=1 � îãðàíè÷åíà, à 1

b �êîíñòàíòà. Òîãäà { 1
bn
− 1

b}
∞
n=1 �

á.ì.ï., ñëåäîâàòåëüíî lim
n→∞

1
bn

= 1
b , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b 6= 0 è ∀n ∈ N(bn 6= 0). Òîãäà

lim
n→∞

an
bn

= a
b .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 25 è 26.

Óòâåðæäåíèå 27. Ïóñòü an � á.ì.ï. è ∀n ∈ N(|bn| 6 an). Òîãäà bn �
á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 îêðåñòíîñòü Uε(0)�ëîâóøêà an. Çíà÷èò ∀n >
> N(an ∈ Uε(0)). Òîãäà |an| < ε, ñëåäîâàòåëüíî |bn| 6 |an| < ε, à çíà÷èò
bn ∈ Uε(0). Ïîëó÷àåì, ÷òî Uε(0) ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé bn ïðè âñåõ ε > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî bn � á.ì.ï.

Òåîðåìà 18. (Î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ) Ïóñòü ∀n ∈ N(an 6 cn 6 bn) è
lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = C. Òîãäà ïðåäåë lim
n→∞

cn ñóùåñòâóåò è ðàâåí òîìó æå

÷èñëó C.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàìåòèì, ÷òî lim

n→∞
(bn − an) = C − C = 0, ñëåäîâàòåëüíî bn − an � á.ì.ï.

Î÷åâèäíî, 0 6 cn − an 6 bn − an, à çíà÷èò ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ
cn − an � á.ì.ï. À çíà÷èò {cn − a}∞n=1 = {(cn − an) + (an − C)}∞n=1 � òîæå
á.ì.ï. ñëåäîâàòåëüíî lim

n→∞
cn = C.

Òåîðåìà 19 (Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ). Ïóñòü lim
n→∞

an = a è

∀n > N(an 6 C). Òîãäà a 6 C. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âñå ÷ëåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N íå ïðåâîñõîäÿò êàêîãî-òî ÷èñëà C,
òî è ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü áîëüøå C.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ÷òî a = lim

n→∞
an > C. Âûáåðåì ε = a−C

2 . È ðàñ-

ñìîòðèì îêðåñòíîñòü Uε(a) êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà åñòü ëîâóøêà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Òîãäà íàéäåòñÿ an ∈ Uε(a) ñî ñêîëü óãîäíî áîëü-
øèì íîìåðîì n. Òîãäà an > a− ε = a− a−C

2 = a+c
2 > C, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ.
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6.3.1 Ïðèìåðû á.ì.ï è ïðåäåëîâ.

Óòâåðæäåíèå 28. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
n}
∞
n=1 � á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïóñòü N =

[
1
ε

]
+ 1, ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè

îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Òîãäà äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî
∣∣ 1
n

∣∣< ∣∣ 1
N

∣∣< ε,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü C ∈ R, k ∈ N. Òîãäà
{
C
nk

}∞
n=1

� á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñðàçó æå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 18 è ñëåäñòâèÿ 8.

Óòâåðæäåíèå 29. Ïóñòü |q| < 1, an = n · qn. Òîãäà an � á.ì.ï.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè |q| < 1, òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü |q| = 1

1+α , ãäå α > 0. Òîãäà

(1 + α)n = 1 + C1
n · α+ C2

n · α2 + . . . > C2
n · α2.

Òîãäà n · |q|n < n
C2
nα

2 < 4
α2 · 1

n . Ïîñêîëüêó
1
n � á.ì.ï., à 4

α2 �êîíñòàíòà,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 27 n · |q|n � òîæå á.ì.ï.

Óòâåðæäåíèå 30. Ïóñòü C > 0, òîãäà C1/n − 1� á.ì.ï..

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè C = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïóñòü C > 1, îáîçíà÷èì n
√
C − 1 = αn. Òîãäà C = (1 + αn)n è, ïî

íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè, C = (1 +αn)n > 1 +n ·αn. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < αn <
< C−1

n è, òàêèì îáðàçîì, á.ì.ï.
Ïóñòü 0 < C < 1, îáîçíà÷èì C1 = 1

C > 1. Êàê áûëî äîêàçàíî â ïðåäû-

äóùåì ïóíêòå βn = C
1/n
1 − 1� á.ì.ï. Òîãäà |C1/n − 1| = C1/n · (C1/n

1 − 1) <
< C · βn � òîæå á.ì.ï.

Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü C > 0, òîãäà lim
n→∞

n
√
C = 1.

Óòâåðæäåíèå 31. lim
n→∞

n
√
n = 1

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì n

√
n = 1+αn, î÷åâèäíî αn > 0. Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè â n�þ ñòåïåíü

è ðàñêðûâ ñêîáêè (ïî áèíîìó Íüþòîíà), ïîëó÷èì

n = (1 + αn)n = 1 + C1
nαn + C2

nα
2
n + . . . > C2

nα
2
n.

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < α2
n < n

C2
n

= 2
n−1 . Ïóñòü çàäàíî ε > 0, âûáåðåì N =

=
[

2
ε2

]
+ 1. Òîãäà ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíî αn <

√
2
N < ε. Òàêèì îáðàçîì,

αn � á.ì.ï., à çíà÷èò lim
n→∞

n
√
n = 1.
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6.4 Âëîæåííûå è ñòÿãèâàþùèåñÿ ñèñòåìû îò-
ðåçêîâ.

Ïðîñòîòû ðàäè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî
îõîòû íà ëüâîâ, æèâóùèõ â ïóñòûíå Ñàõàðà.
Ïåðå÷èñëåííûå íèæå ìåòîäû ñ ëåãêîñòüþ ìîæíî
ìîäèôèöèðîâàòü è ïðèìåíÿòü ê äðóãèì ïëîòîÿäíûì,
îáèòàþùèì â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ñâåòà.
...
Ìåòîä Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà. Ðàññåêàåì ïóñòûíþ
ëèíèåé, ïðîõîäÿùåé ñ ñåâåðà íà þã. Ëåâ íàõîäèòñÿ ëèáî
â âîñòî÷íîé ÷àñòè ïóñòûíè, ëèáî â çàïàäíîé.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â
çàïàäíîé ÷àñòè. Ðàññåêàåì åå ëèíèåé, èäóùåé ñ çàïàäà
íà âîñòîê. Ëåâ íàõîäèòñÿ ëèáî â ñåâåðíîé ÷àñòè, ëèáî â
þæíîé. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî îí
íàõîäèòñÿ â þæíîé ÷àñòè, ðàññåêàåì åå ëèíèåé, èäóùåé
ñ ñåâåðà íà þã. Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî
áåñêîíå÷íîñòè, âîçäâèãàÿ ïîñëå êàæäîãî øàãà êðåïêóþ
ðåøåòêó âäîëü ðàçãðàíè÷èòåëüíîé ëèíèè. Ïëîùàäü
ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåìûõ îáëàñòåé ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, òàê ÷òî ëåâ â êîíöå êîíöîâ îêàçûâàåòñÿ
îêðóæåííûì ðåøåòêîé ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ïåðèìåòðà.

Ã.Ïåòàðä, Ê ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îõîòû.

Îïðåäåëåíèå 68. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn, òàêèå,
÷òî an ≤ bn ïðè âñåõ n ∈ N. Ñèñòåìà îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 íàçûâàåòñÿ
âëîæåííîé, åñëè

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . . ,

ò.å. a1 6 a2 6 . . . 6 an 6 . . . 6 bn 6 . . . 6 b2 6 b1.

Îïðåäåëåíèå 69. Ñèñòåìà îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþ-
ùåéñÿ, åñëè îíà âëîæåííàÿ è, êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî ∀ε > 0 íàéäåòñÿ
n ∈ N, òàêîå, ÷òî |bn − an| < ε. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-
æåííûõ îòðåçêîâ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ, åñëè äëèíû îòðåçêîâ ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü ñèñòåìà îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ âëîæåííîé.
Òîãäà ïðåñå÷åíèå îòðåçêîâ íå ïóñòî:

∞⋂
n=1

[an, bn] 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A = {an, n ∈ N} è B = {bn, n ∈ N}. Ïî óñëîâèþ
A ≤ B. Òîãäà èç àêñèîìû îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò c, òàêîå, ÷òî A ≤ c ≤ B,
ò.å. an ≤ c ≤ bn ïðè ëþáîì n.
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Òåîðåìà 21. Ïóñòü ñèñòåìà îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþ-
ùåéñÿ. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè:

∞⋂
n=1

[an, bn] = {c}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî òåîðåìå 20 ïåðåñå÷åíèå P =
∞⋂
n=1

[an, bn] íå ïóñòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îíî ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
c′, c′′ ∈ P è âûáåðåì ε = 1

2 |c
′ − c′′|. Òîãäà, äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî

|bn − an| < ε = 1
2 |c
′ − c′′|, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè c′, c′′ ∈ [an, bn].

Òåîðåìû 20-21 î âëîæåííûõ è ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ íîñÿò â ìàòåìà-
òèêå íàçâàíèå ïðèíöèï Êîøè-Êàíòîðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ [an, bn] � ñòÿãèâàþùàÿñÿ,
òî lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = c, ãäå c � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñèñòåìû îòðåçêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 153. Ñôîðìóëèðîâàòü, íå èñïîëüçóÿ ñëîâ ¾íåò¿ è ¾íå¿ ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ: à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íå îãðàíè÷åíà; b) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü an íå á.ì.ï.; c) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íå èìååò ïðåäåëà; d) ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü an íå ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

Óïðàæíåíèå 154. Ìîæåò ëè îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìåòü
íè íàèáîëüøåãî, íè íàèìåíüøåãî ÷ëåíà? (Íàèáîëüøèé (íàèìåíüøèé) ÷ëåí
� òîò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ.)

Óïðàæíåíèå 155. a) ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 10n/n! îãðà-
íè÷åííîé? b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = 1,01n; c) . . . an =
= n2/2n; d) . . . an = n

√
n!; e) . . . an =

√
3 + an−1, ãäå a0 = 0; f) . . . an =

=
(
1 + 1

n

)n2

; g) . . . an =
(
1 + 1

n2

)n
; h) . . . an =

(
1 + 1

n

)n
.

Óïðàæíåíèå 156. Îãðàíè÷åíà ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ ôîðìó-
ëàìè: a) a0 = 1, an+1 = an+1/an; b) an+1 = an ·cos 1−sinn·sin 1; c) a1 = cos 2,
an+1 = an · cos 1−

√
1− a2

n · sin 1? d) a0 = 1, an+1 = an + 1/an?

Óïðàæíåíèå 157. a) Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îãðàíè÷åíû: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn îãðà-
íè÷åíû, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn = an + bn è dn = anbn îãðàíè÷åíû.
b) Âåðíû ëè àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè è ÷àñòíîãî?

Óïðàæíåíèå 158. a) Ìîæåò ëè ëîâóøêà íå áûòü êîðìóøêîé? b) Ìîæåò
ëè êîðìóøêà íå áûòü ëîâóøêîé? c) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îäèí èç
îòðåçêîâ [0, 1] è [1, 2] ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê [0, 2]
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ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé? d) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îäèí èç îòðåçêîâ [0, 1]
è [1, 2] ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê [0, 2] ÿâëÿåòñÿ êîð-
ìóøêîé?

Óïðàæíåíèå 159. Âîëîäÿ ñ÷èòàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îòðåçîê, ÿâëÿþùèéñÿ å¼ ëîâóøêîé.
Ïðàâ ëè îí?

Óïðàæíåíèå 160. Çàêîí÷èòü ôðàçó: ¾Ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ëî-
âóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà. . . ¿
(íå èñïîëüçóÿ ñëîâ ¾íå¿ èëè ¾íåò¿).

Óïðàæíåíèå 161. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ëþ-
áîé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé? äëÿ êîòîðîé ëþáîé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ
ëîâóøêîé?

Óïðàæíåíèå 162. a) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñóùåñòâóåò îòðåçîê äëèíû 1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ å¼ êîðìóøêîé.
b) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóùåñòâóåò îòðåçîê äëèíû 1, ÿâëÿþùèéñÿ å¼ ëîâóøêîé.

Óïðàæíåíèå 163. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, . . . òàêîâà, ÷òî |xn+1−xn| 6
6 1/2n ïðè âñåõ n. Ìîæåò ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå áûòü îãðàíè÷åííîé?
Òîò æå âîïðîñ, åñëè |xn+1 − xn| 6 1/n.

Óïðàæíåíèå 164. Ïóñòü lim
n→∞

an = +∞. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {an}n∈N ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ÷ëåí.

Óïðàæíåíèå 165. Ïóñòü an � á.ì.ï. è an 6= 0 ïðè âñåõ n ∈ N. Äîêàçàòü,
÷òî bn = 1

an
� á.á.ï.

Óïðàæíåíèå 166. Ïóñòü a′n è a
′′
n � á.ì.ï. Äîêàçàòü, ÷òî an, ãäå an = a′n−

− a′′n � òîæå á.ì.ï. Äðóãèìè ñëîâàìè, äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü äâóõ á.ì.ï.
åñòü á.ì.ï.

Óïðàæíåíèå 167. Äîêàçàòü, ÷òî an, ãäå an = sinn · sin 2
n � á.ì.ï.

Óïðàæíåíèå 168. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn > 0 è βn � á.ì.ï. Âñåãäà ëè
αβnn � á.ì.ï.?

Óïðàæíåíèå 169. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn > 0 è βn > 0 � á.ì.ï. Âñåãäà
ëè α1/|βn|

n � á.ì.ï.?

Óïðàæíåíèå 170. Äîêàçàòü, ÷òî an, ãäå an = sin2 n · tg 3
n � á.ì.ï.

Óïðàæíåíèå 171. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn > 0 è βn 6= 0 � á.ì.ï. Âñåãäà
ëè α1/βn

n � á.ì.ï.?

Óïðàæíåíèå 172. Äîêàçàòü, ÷òî an, ãäå an = n!
2n2 � á.ì.ï..

Óïðàæíåíèå 173. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

xn−a
xn+a = 0, òî lim

n→∞
xn = a.
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Óïðàæíåíèå 174. Ïóñòü an > 0. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

an = a, òî

lim
n→∞

n√a1 · . . . · an = a.

Óïðàæíåíèå 175. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

an+1 − an = a, òî lim
n→∞

an
n = a.

Óïðàæíåíèå 176. Íàéòè ïðåäåë: a) lim
n→∞

3n
√
n+2n−7

n
√
n+5n+11

; b) lim
n→∞

√
n2 + n −

−
√
n2 − 1; c) lim

n→∞
23n+3n

5n−1−8n+1 .

Óïðàæíåíèå 177. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

an = a, òî lim
n→∞

|an| = |a|. Âåðíî
ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

Óïðàæíåíèå 178. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

an = a è an ≥ 0 ïðè âñåõ n ∈ N,
òî a ≥ 0 è lim

n→∞

√
an =

√
a.

Óïðàæíåíèå 179. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

an = a, òî lim
n→∞

Sn
n = a, ãäå

Sn = a1 + a2 + . . .+ an.

Óïðàæíåíèå 180. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = C4
n · 1

n4 .

Óïðàæíåíèå 181. Ïóñòü an =
√

1
12 + 1

22 + . . .+ 1
n2 . Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an? Îòâåò îáîñíîâàòü.

Óïðàæíåíèå 182. Ïóñòü an =
(

1√
1

+ 1√
2

+ . . .+ 1√
n

)2

. Ñóùåñòâóåò ëè ïðå-

äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an? Îòâåò îáîñíîâàòü.

Óïðàæíåíèå 183. Íàéòè ïðåäåë: a) lim
n→∞

n2√n+2n−7
n
√
n−5n2

√
n+11

; b) lim
n→∞

√
n2 + 3n−

−
√
n2 + n; c) lim

n→∞
2n+32n

9n+1−5n+1 .

Óïðàæíåíèå 184. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = C3
n · 1

n3 èìååò
ïðåäåë è íàéòè åãî.

Óïðàæíåíèå 185. Ïóñòü lim
n→∞

an = a. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ An = a1+a2+...+an
n . Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë lim

n→∞
An

ñóùåñòâóåò è ðàâåí òîìó æå ÷èñëó a.

Óïðàæíåíèå 186. Ïóñòü ∀m,n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 0 6 xm+n 6
6 xm + xn. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
xn
n .

Óïðàæíåíèå 187. Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = sin(2πe · n!)?

Óïðàæíåíèå 188. Äîêàçàòü lim
n→∞

n
√
n!/n = 1/e.

Óïðàæíåíèå 189. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}∞n=1 â êîòîðîé ïåðâûå
äâà ÷ëåíà ðàâíû 1, à êàæäûé ïîñëåäóþùèé ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ
(÷èñëà Ôèáîíà÷÷è). Íàéòè ïðåäåë lim

n→∞
ϕn+1

ϕn
.
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Óïðàæíåíèå 190. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñîñòàâëåíà èç ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðåäåë lim
n→∞

(
a1+an+1

an

)n
= e′ ñóùåñòâóåò, òî e′ > e.

Óïðàæíåíèå 191. Íàéòè a) lim
n→∞

(1−1/4)(1−1/9)·. . .·(1−1/n2); b) lim
n→∞

23−1
23+1 ·

33−1
33+1 ·. . .·

n3−1
n3+1 .

Óïðàæíåíèå 192. Íàéòè lim
n→∞

sin
(
(2 +

√
3)nπ

)
.

Óïðàæíåíèå 193. Ïóñòü a1 = x, an+1 = (an + 1) · x. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
lim
n→∞

an = 1

Óïðàæíåíèå 194. Ïóñòü a1 =
√
x, an+1 =

√
an · x. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

lim
n→∞

an = 3.

Óïðàæíåíèå 195. Ïóñòü a1 =
√
x, an+1 =

√
x+ an. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

lim
n→∞

an = 2.

Óïðàæíåíèå 196. Ïóñòü a1 = log2 3x, an+1 = log2 3x + an. Ðåøèòü óðàâ-
íåíèå: lim

n→∞
an = 5.

Óïðàæíåíèå 197. Ïóñòü a1 = x+ 1, an+1 = (x+ 1)an . Ðåøèòü óðàâíåíèå:
lim
n→∞

an = 4.

Óïðàæíåíèå 198. Ïóñòü a1 =
√

2 + x, an+1 =
√

2 + x · an. Ðåøèòü óðàâ-
íåíèå: lim

n→∞
an = 14.

Óïðàæíåíèå 199. Ïóñòü a1 = 3x/2, an+1 =
√

3x + an. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
lim
n→∞

an = 6.

Óïðàæíåíèå 200. Ïóñòü [an, bn] � ñòÿãèâàþùàÿ ñèñòåìà îòðåçêîâ, c =

=
∞⋂
n=1

[an; bn]. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c.

Óïðàæíåíèå 201. Ïóñòü [an, bn] � âëîæåííàÿ ñèñòåìà îòðåçêîâ, íå ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ. Ìîæåò ëè èõ ïåðåñå÷åíèå ñîñòîÿòü ðîâíî èç îäíîé
òî÷êè?



Ãëàâà 7

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè-2.

7.1 Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà è Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà

Òåîðåìà 22. (Ê. Âåéåðøòðàññ) Ïðåäåë ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè an ñóùåñòâóåò è ðàâåí sup{an|n ∈ N} (äëÿ âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) èëè inf{an|n ∈ N} (äëÿ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè).

Ðèñ. 7.1: Êàðë Âåéåðøòðàññ
(1815-1897).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü an. Ìíîæåñòâî A = {an|n ∈ N} îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó è íå ïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî
ñóùåñòâóåò a0 = supA. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü U(a0) = (b, c). Ïî-
ñêîëüêó b < a0 = supA, òî ñóùåñòâóåò íî-
ìåð N ∈ N, òàêîé, ÷òî aN > b. Èç ìîíî-
òîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an âûòåêàåò,
÷òî ∀n > N(an > aN > b). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû ∀n ∈ N(an 6 supA < c). Òàêèì îáðàçîì,
∀n > N(an ∈ (b, c) = U(a0)). Ñëåäîâàòåëü-
íî U(a0) åñòü ëîâóøêà an.

Ëåììà 7. Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
an íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà , ò.å. 6 ∃ n ∈
∈ N(an = inf{an |n ∈ N}). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ìîíîòîííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü an1

>
> an2

> . . . > ank > . . . (n1 < n2 < . . . <
< nk).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûáåðåì n1 = 1, òîãäà an1

= a1. Ïóñòü
òåïåðü óæå âûáðàíû an1

> an2
> . . . >

> ank , âûáåðåì ank+1
< ank , òàê, ÷òîáû

91
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nk + 1 > nk. Äîïóñòèì òàêîãî ÷ëåíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ∀n >
> nk(an ≥ ank). Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûé an0

= min(a1, a2, . . . , ank) ÿâëÿ-
åòñÿ íàèìåíüøèì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ.

Ëåììà 8. Â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
an ìîæíî âûäåëèòü ìîíîòîííóþ ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü an1

≥ an2
≥ . . . ≥ ank ≥

≥ . . . èëè an1
≤ an2

≤ . . . ≤ ank ≤ . . .
(n1 < n2 < . . . < nk).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü an1 �íàèìåíüøèé ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè an.

Åñëè òàêîãî íå ñóùåñòâóåò, òî ïî ëåììå
7 â an ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîííóþ ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü.

Åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî ðàññìîòðèì ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü {ak}∞k=n1

.
Ëèáî â íåé íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà �

òîãäà ïî ëåììå 7 â {ak}∞k=n1
ìîæíî âûáðàòü

ìîíîòîííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ëèáî
òàêîé ÷ëåí ñóùåñòâóåò � òîãäà âîçüìåì åãî
â êà÷åñòâå an2 .

Äàëåå, íà êàæäîì øàãå âûáèðàåì â ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè {ak}∞k=ns

íàèìåíüøèé ÷ëåí
è áåðåì åãî â êà÷åñòâå ans+1

. Ýòîò ïðîöåññ
ëèáî íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ, ëèáî, â
êàêîé�òî ìîìåíò âîçíèêíåò ñèòóàöèÿ, îïè-
ñàííàÿ â ëåììå 7.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå, ìû ïî-
ëó÷èì ìîíîòîííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 23. (Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà). Ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðàíè÷åíà.
Äîêàæåì, ÷òî îíà èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷-
êó. Ïîñòðîèì ñòÿãèâàþùóþñÿ ñèñòåìó îò-
ðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ïåðâûé øàã. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðà-
íè÷åíà, ò.å. ∃m,M , òàêèå, ÷òî m 6 an 6M
ïðè âñåõ n ∈ N. Âîçüìåì u1 = m è v1 =
= M . Î÷åâèäíî [u1, v1]�êîðìóøêà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè an.
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• Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå. Ïóñòü c =
= un+vn

2 � ñåðåäèíà îòðåçêà [un, vn]. Ðàñ-
ñìîòðèì îòðåçêè [un, c] è [c, vn]. Ïî ëåì-
ìå 10 õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîð-
ìóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Äîïóñòèì
ýòî îòðåçîê [un, c], òîãäà âûáåðåì un+1 =
= un, vn+1 = c ( â ïðîòèâíîì ñëó÷àå un+1 = c, nn+1 = vn )

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà îòðåçêîâ {[un, vn]}∞n=1 áó-
äåò ñòÿãèâàþùåéñÿ (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå,
êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 29). Òîãäà èõ

ïåðåñå÷åíèå
∞⋂
n=1

[un, vn] = {a0}. Äîêàæåì,
÷òî a0 �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè an. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíîå ε > 0. Î÷åâèäíî, íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî |vn − un| < ε, à çíà-
÷èò [un, vn] ⊂ Uε(a0). Íî [un, vn]�êîðìóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, ñëåäî-
âàòåëüíî Uε(a0)� òîæå êîðìóøêà (ε > 0�ïðîèçâîëüíîå!). Ñëåäîâàòåëüíî
a0 �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Òîãäà ïî ëåììå 9 ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}∞k=1, ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí a0. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áîëüöàíî�
Âåéåðøòðàññà âûòåêàåò èç òåîðåìû Âåéåð-
øòðàññà è ëåììû 7. Íà ýêçàìåíå ðàçðåøà-
åòñÿ ïðèâîäèòü ëþáîå èç íèõ, ïðè óñëîâèè,
÷òî ó÷àùèéñÿ óìååò äîêàçûâàòü âñå âñïî-
ìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

7.1.1 Èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà Ãå-
ðîíà

Òåîðåìà 24. (èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà Ãåðîíà) Ïóñòü a�ïðîèçâîëü-
íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì u0 > 0 ïðîèçâîëüíî, à ÷ëåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè un ïîëó÷èì èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
,

ãäå n = 0, 1, 2, . . . Òîãäà lim
n→∞

un =
√
a.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un îãðàíè÷åíà ñíèçó
âåëè÷èíîé

√
a. Äåéñòâèòåëüíî,

un+1−
√
a =

1

2

(
un +

a

un

)
−
√
a =

(un −
√
a)2

2un
> 0.
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• Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un óáûâàåò. Äåéñòâè-
òåëüíî

un − un+1 = un −
1

2

(
un +

a

un

)
=
u2
n − a
2un

,

÷òî áîëüøå 0 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

• Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü un èìååò ïðåäåë. Ïðåäïîëîæèì, îí
ðàâåí u è ðàññìîòðèì

lim
n→∞

un+1 = lim
n→∞

1

2

(
un +

a

un

)
�ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ¾ñäâèíóòîé¿ íà 1 ÷ëåí. Ïî ñâîéñòâàì ïðåäå-
ëîâ îí ðàâåí 1

2 (u + a
u ). Çíà÷èò u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ u = 1

2 (u + a
u ).

Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷èì u = ±
√
a. Êîðåíü u = −

√
a íàäî îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó

âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ïîëîæèòåëüíû, à çíà÷èò ïðåäåë lim
n→∞

un

íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì (ñì. óòâåðæäåíèå 19).

Â èòîãå ïîëó÷èì lim
n→∞

un =
√
a, ÷òî è òðå-

áîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 24. Ïîïðîáóåì íàéòè
√

2 = 1,414 213 562 373 095 . . .
òàêèì ñïîñîáîì. Âîçüìåì a = 2, è u0 =
= 1 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Òîãäà u1 =
= 1,5; u2 = 1,416 666 666 666 666; u3 = 1,414 215 686 274 509;
u4 = 1,414 213 562 374 689; u5 = 1,414 213 562 373 094.
Óæå íà ïÿòîì øàãå âû÷èñëåíèé ïîãðåø-
íîñòü íå ïðåâîñõîäèò 10−15!

7.1.2 Òåîðåìà Øòîëüöà

Áóäåì îáîçíà÷àòü ∆an = an − an−1. Åñëè
a0 íå çàäàíî, òî ñ÷èòàåì, ÷òî a0 = 0.

Òåîðåìà 25 (Òåîðåìà Øòîëüöà). Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
xn ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè (ò.å. lim

n→∞
xn = +∞). Åñëè

lim
n→∞

∆yn
∆xn

= A, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

yn
xn

=

= A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì αn = ∆yn

∆xn
− A, ýòà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü � á.ì.ï. ïî óñëîâèþ. Çàïèøåì ∆yi =
= A∆xi + αi∆xi.
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Ïîñêîëüêó
n∑
i=1

∆xi = xn è
n∑
i=1

∆yi = yn,

òî ïðîñóììèðîâàâ ïî i îò 1 äî n, ïîëó÷èì

yn = Axn+
n∑
i=1

αi∆xi. Îáîçíà÷èì qn = yn
xn
−

− A =
n∑
i=1

αi
∆xi
xn

è ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü � á.ì.ï.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âû-

áåðåì nε, òàê, ÷òîáû íåðàâåíñòâî |αi| < ε
2

áûëî âûïîëíåíî ïðè âñåõ i > nε. Ðàçîáüåì

ñóììó íà äâå
n∑
i=1

αi
∆xi
xn

=
nε∑
i=1

αi
∆xi
xn

+
n∑

i=nε+1

αi
∆xi
xn

=

= S1 +S2. Ïîñêîëüêó xn → +∞, òî, âûáðàâ
äîñòàòî÷íî áîëüøîå n > Nε, ïîëó÷èì

|S1| =

∣∣∣∣ nε∑
i=1

αi∆xi

∣∣∣∣
xn

<
ε

2
.

C äðóãîé ñòîðîíû |S2| 6
n∑

i=nε+1

|αi|·∆xixn
6

6 ε
2 ·

n∑
i=nε+1

∆xi

xn
= ε

2 ·
xn−xnε
xn

6 ε
2 (òóò ìû

èñïîëüçóåì òî, ÷òî |∆xi| = ∆xi, ïîñêîëüêó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò).

Ñëåäîâàòåëüíî, |qn| < ε ïðè n > max(nε, Nε).
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ε âûòåêàåò, ÷òî qn �
á.ì.ï.

Çàìå÷àíèå. Íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü, ÷òî-
áû âñå xn áûëè ïîëîæèòåëüíû. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèò-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî åå ÷ëåíû áóäóò ïî-
ëîæèòåëüíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìå-
ðà. Òàê ÷òî ìîæíî âçÿòü ýòó ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü è ïðèìåíèòü ê íåé òåîðåìó Øòîëüöà.

Ïðèìåð 25. Ïðåäïîëîæèì ìû õîòèì íàé-
òè ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíè-
êà, îáðàçîâàííîãî ïàðàáîëîé y = x2 è ïðÿ-
ìûìè x = 1 è y = 0. Ðàçîáüåì åãî íà n

âåðòèêàëüíûõ ïîëîñîê è çàìåòèì, ÷òî
n∑
i=1

(
i−1
n

)2· 1n <
< S <

n∑
i=1

(
i−1
n

)2 · 1
n . Óñòðåìèì òåïåðü

n → ∞ è íàéäåì ïðåäåë lim
n→∞

n∑
i=1

(
i−1
n

)2 · 1
n ïî òåîðåìå Øòîëüöà. Âîçü-
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ìåì yn =
n∑
i=1

i2, xn = n3, òîãäà lim
n→∞

yn
xn

= lim
n→∞

∆yn
∆xn

= lim
n→∞

n2

n3−(n−1)3 = 1
3 .

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

n∑
i=1

(
i−1
n

)2 · 1
n òîæå ðàâåí 1

3 , ñëåäîâàòåëüíî,

S = 1
3 .

7.2 Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé
Êîøè.*

Îïðåäåëåíèå 70. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ÷èñëî c =
= ce, òàêîå, ÷òî Uε(c) ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé
an. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíäàìåíòàëüíîé íà-
çûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ëî-
âóøêè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàçìåðà.

Áîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ äðóãîå îïðå-
äåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Åãî êàê ðàç îáû÷íî è ïîìåùàþò â
ó÷åáíèêè

Îïðåäåëåíèå 71. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå N ∈
∈ N, òàêîå, ÷òî |an′ − an′′ | < ε ïðè ëþáûõ
n′, n′′ > N .

Óòâåðæäåíèå 32. Îïðåäåëåíèÿ 70 è 71
ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü an ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 70. Òîãäà íàéäåòñÿ Uε/2(c) =
= (c − ε

2 ; c + ε
2 )� åå ëîâóøêà. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N âñå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàäàþò â èí-
òåðâàë (c − ε

2 ; c + ε
2 ), à çíà÷èò èõ ðàçíîñòü ìåíüøå ε. Ñëåäîâàòåëüíî an

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 71.
Ïóñòü an ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 71. Òîãäà íàéäåòñÿN ∈
∈ N, òàêîå, ÷òî ∀n′, n′′ > N(|an′ − an′′ | < ε.
Òîãäà Uε(aN+1)�ëîâóøêà,
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7.2.1 Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé

Òåîðåìà 26 (Êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü an èìååò ïðåäåë òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â îäíó ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëü-
íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò A =
= lim

n→∞
an. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 îêðåñò-

íîñòü Uε(A) ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé an.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü an �ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ. Òîãäà îíà îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî èìååò íåêîòîðóþ ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó A. Íàéäåòñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî ∀n′, n′′ > N(|an′ − an′′ | < ε

2 ). Âû-
áåðåì n0 > N òàêîå, ÷òî an0 ∈ Uε/2(A) (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ò.ê. Uε/2(A)�
êîðìóøêà). Òîãäà ïðè âñåõ n > n0 âûïîëíåíî

|A−an| ≤ |A−an0 |+ |an0 −an| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

à çíà÷èò an ∈ Uε(A). Íî ýòî êàê ðàç è îçíà-
÷àåò, A = lim

n→∞
an.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíî-
ñòè ìîæíî ââîäèòü íå òîëüêî äëÿ ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íî äëÿ ëþáûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæ-
íî ââåñòè ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ. Òàê, íàïðè-
ìåð, ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå (ïîäó-
ìàéòå, êàê?).

Ñïîñîáíîñòü ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè èìåòü ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ âåñü-
ìà âàæíûì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìíîæå-
ñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ýòî óæå íåâåð-
íî � ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü â Q, íå èìåþùóþ ïðåäåëà â Q. Ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ
òàêîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî, íàçûâàþò ïîëíûìè. Òàêèì îáðàçîì R ïîëíî,
à Q�íåò.

7.3 ×èñëî Ýéëåðà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïóñòü íåêî-
òîðûé áàíê âûïëà÷èâàåò 100% ãîäîâûõ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî íåêòî, ïîëîæèâ 100 ðóá. ÷åðåç
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ãîä áóäåò èìåòü 200ðóá. íà ñ÷åòó. Íî ýòî
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåíòû âûïëà÷èâàþò-
ñÿ îäèí ðàç â ãîä. Åñëè æå êàæäûå ïîëãî-
äà âûïëà÷èâàåòñÿ ïî 50% îò òåêóùåé ñóììû, òî ê êîíöó ãîäà íåêòî áóäåò
èìåòü 100+50+75=225 ðóá. Åñëè ïðîöåíòû âûïëà÷èâàòü êàæäûé êâàðòàë�
òî ñóììà áóäåò 100·(1+0, 25)4 = 244.14, åñëè ïðîöåíòû âûïëà÷èâàþòñÿ êàæ-
äûé äåíü (òàê äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, íà íåêîòîðûõ ìåæáàíêîâñêèõ áèðæàõ)
òî ñóììà áóäåò 100 · (1 + 1

365 )365 = 271.46. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ê ÷åìó áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ýòà ñóììà, åñëè óñòðåìèòü ÷èñëî îòðåçêîâ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 27. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè an =

(
1 + 1

n

)n
bn =

(
1 + 1

n

)n+1
. Ñè-

ñòåìà îòðåçêîâ [an, bn] ÿâëÿåòñÿ âëîæåí-
íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, an < bn. Äîêàæåì, ÷òî a1 ≤ a2 ≤
≤ . . . ≤ an ≤ . . .. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå
ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

an+1

an
=

(
1 + 1

n+1

)n+1

(
1 + 1

n

)n =

(
n+ 2

n+ 1

)n+1

·
(

n

n+ 1

)n
=

=

(
n+ 2

n+ 1

)
·
(
n(n+ 2)

(n+ 1)2

)n
=

(
1 +

1

n+ 1

)
·
(

n2 + 2n

n2 + 2n+ 1

)n
.

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ïîëó-
÷èì

an+1

an
=

(
1 +

1

n+ 1

)
·
(

1− 1

n2 + 2n+ 1

)n
>

>

(
1 +

1

n+ 1

)
·
(

1− n

n2 + 2n+ 1

)
=
n3 + 3n2 + 3n+ 2

(n+ 1)3
> 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, an+1 > an, ïðè âñåõ n ≥ 1
à çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü bn ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

bn−1

bn
=

(
1 + 1

n−1

)n
(
1 + 1

n

)n+1 =

(
n

n+ 1

)
·
(

(1 +
1

n2 − 1

)n
>

>

(
n

n+ 1

)
·
(

1 +
n

n2 − 1

)
=

n3 + n2 − n
n3 + n2 − n− 1

> 1.

Ñëåäîâàòåëüíî bn < bn−1.
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Òåîðåìà 28. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè an =

(
1 + 1

n

)n
è bn =

(
1 + 1

n

)n+1
.

Ñèñòåìà îòðåçêîâ [an, bn] ÿâëÿåòñÿ ñòÿ-
ãèâàþùåéñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî òåîðåìå 27 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[an, bn]}∞n=1

ÿâëÿåòñÿ âëîæåííîé. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî
âñå an è bn íå ïðåâîñõîäÿò b1 = (1 + 1)2 =
= 4. Òîãäà äëèíà n-ãî îòðåçêà |an − bn| =

=
(
1 + 1

n

)n+1−
(
1 + 1

n

)n
= 1

n ·
(
1 + 1

n

)n ≤ 4
n .

Ïóñòü ε > 0, ðàññìîòðèì N =
[

4
ε

]
+ 1, òîãäà ∀n > N(|an − bn| ≤ 4

N < ε),
ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà {[an, bn]}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ.

Ñëåäñòâèå 13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü En =
=
(
1 + 1

n

)n
ñõîäèòñÿ. Åå ïðåäåë îáîçíà÷à-

åòñÿ e è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ýéëåðà.

7.4 Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïðåäåë è ÷àñòè÷íûé ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.*

Îïðåäåëåíèå 72. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü an. Òîãäà ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ íàçûâàþò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæå-
ñòâî {ank}∞k=1 ⊂ an. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èí-
äåêñû nk óïîðÿäî÷åíû: n1 < n2 < . . . <
< nk < . . .. Òîãäà ank íàçûâàþò k�ì ÷ëåíîì
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 73. Òî÷êà a0 íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé (÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì) ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè an åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü
U(a0) ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè an.

Îïðåäåëåíèå 74. Òî÷êà a0 íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an åñëè ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü U(a0) ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè an. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåé, à ïðå-
äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
a0 = lim

n→∞
an.
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Óòâåðæäåíèå 33. Ïóñòü a′ = lim
n→∞

an è

a′′ = lim
n→∞

an. Òîãäà a′ = a′′. Äðóãèìè ñëî-

âàìè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü
äâà ðàçíûõ ïðåäåëà.

Ëåììà 9. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ êîð-
ìóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé íåêî-
òîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank}∞k=1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
ÏóñòüA�êîðìóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.
Òîãäà íàéäåòñÿ ÷ëåí an1

∈ A. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ êîðìóøêè ∃n2 > n1 : an2

∈ A, çà-
òåì ∃n3 > n2 : an3

∈ A, è.ò.ä. Â èòîãå,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ n1 <
< n2 < . . . < nk < . . ., òàêèõ, ÷òî ank ∈ A. Íî ýòî îçíà÷àåò ÷òî A åñòü
ëîâóøêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank}.
Â äðóãóþ ñòîðîíó, ïóñòü A�ëîâóøêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank}. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ∀k > K(ank ∈ A). Íî ïîñêîëüêó n1 < n2 < . . . < nk < . . .
òî, î÷åâèäíî, nk > k. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå N ∈ N. Ðàññìîòðèì
k0 = max(N + 1,K + 1). Òîãäà k0 > K è, ñëåäîâàòåëüíî, ank0

∈ A, à ñ
äðóãîé ñòîðîíû k0 > N . Ïîñêîëüêó N ∈ N ïðîèçâîëüíî, òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî A�êîðìóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.

Ëåììà 10. Ïóñòü A = A′ ∪ A′′ êîðìóøêà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Òîãäà õîòÿ áû îä-
íî èç ìíîæåñòâ A′ è A′′ òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîðìóøêîé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü íè A′ íè A′′

íå ÿâëÿþòñÿ êîðìóøêàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè an. Òîãäà íàéäóòñÿ íîìåðà N ′ è N ′′, òà-
êèå, ÷òî ∀n > N ′(an /∈ A′) è ∀n > N ′′(an /∈
/∈ A′′). Íî òîãäà an /∈ A′∪A′′ = A) ïðè âñåõ
n > max(N ′, N ′′), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ êîðìóøêè.

7.5 Îòêðûòûå è çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà.*

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà.

1Íåîáÿçàòåëüíûé ìàòåðèàë
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Îïðåäåëåíèå 75. Ìíîæåñòâî íàçûâàþò îò-
êðûòûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà âõîäèò â íåãî
âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ, ò.å. ∀a ∈
∈ A ∃U(a) ⊂ A.

Çàìå÷àíèå. Â äàííîì îïðåäåëåíèè ñëî-
âî îêðåñòíîñòü ìîæíî çàìåíèòü íà ε-îêðåñòíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 76. Ìíîæåñòâî íàçûâàþò çà-
ìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî.

Ïðèìåð 26. Ìíîæåñòâî (0,1) � îòêðû-
òîå, à [0,1] � çàìêíóòîå (ïîäóìàéòå, ïî-
÷åìó?).

Îïðåäåëåíèå 77. Ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â êàæäîé îêðåñò-
íîñòè êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ êàê òî÷êè, ïðè-
íàäëåæàùèå ìíîæåñòâó, òàê è òî÷êè, åìó
íå ïðèíàäëåæàùèå, ò.å. ∀U(a)U(a)∩A 6= ∅;
U(a) ∩A 6= ∅.

Ïðèìåð 27. Ìíîæåñòâà (0,1) è [0,1] èìå-
þò ãðàíè÷íûå òî÷êè 0 è 1.

Îïðåäåëåíèå 78. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò
åãî ãðàíèöåé è îáîçíà÷àþò ∂A.

Îïðåäåëåíèå 79. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâàA, åñëè â êàæ-
äîé åå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ñîäåðæàòñÿ
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó A, ò.å.

∀
◦
U (a)

◦
U (a) ∩ A 6= ∅. Ìíîæåñòâî âñåõ

ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A îáîçíà÷à-
åòñÿ P (A).

Òåîðåìà 29. Êàæäîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî èìååò õîòÿ áû îäíó
ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñòðîèì ñòÿãèâàþùóþñÿ ñèñòåìó îòðåç-
êîâ {[an, bn]}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ÌíîæåñòâîA îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëüíî ëå-
æèò íà íåêîòîðîì îòðåçêå m ≤ A ≤ M .
Âîçüìåì a1 = m è b1 = M .
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• Ïóñòü c = a1+b1
2 � ñåðåäèíà îòðåçêà [a1, b1].

Ðàññìîòðèì îòðåçêè [a1, c] è [c, b1]. Õîòÿ áû
íà îäíîì èç íèõ ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ìíîæåñòâà A (èíà÷å îíî áûëî áû êî-
íå÷íûì). Äîïóñòèì ýòî îòðåçîê [a1, c] òîãäà
âûáåðåì a2 = a1, b2 = c ( â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå a2 = c, b2 = b1 )

• Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå. Ïóñòü c =
= an+bn

2 � ñåðåäèíà îòðåçêà [an, bn]. Ðàññìîò-
ðèì îòðåçêè [an, c] è [c, bn]. Õîòÿ áû íà îä-
íîì èç íèõ ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
ìíîæåñòâà A. Äîïóñòèì ýòî îòðåçîê [an, c]
òîãäà âûáåðåì an+1 = an, bn+1 = c ( â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì an+1 = c, bn+1 = bn )

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 áó-
äåò âëîæåííîé. Äîêàæåì, ÷òî îíà ñòÿãèâà-
þùàÿñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëèíà n−ãî îòðåç-
êà ðàâíà M−m

2n−1 . Ïî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè
2n−1 > 1 + (n − 1) · 1 = n, ñëåäîâàòåëüíî
M−m
2n−1 < 1

n . Âûáðàâ n = [M−mε ]+1, ãäå êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, ïîëó÷èì |bn − an| = M−m

2n−1 <

< M−m
n < ε, îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà {[an, bn]}∞n=1 � ñòÿãèâàþùàÿñÿ.

Ïî òåîðåìå 21 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ c. Äîêàæåì, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì ïðîêîëîòóþ ε�îêðåñòíîñòü
◦
Uε (c). Î÷åâèäíî,

íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî |bn − an| < ε
2 , à çíà÷èò [an, bn] ⊂

◦
Uε (c). Òî-

ãäà â [an, bn] ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà A, à çíà÷èò â
◦
Uε (c)� òîæå. Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ε > 0, à çíà÷èò c�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 202. Ìîæåò ëè îãðàíè÷åí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìåòü íè íàè-
áîëüøåãî, íè íàèìåíüøåãî ÷ëåíà? (Íàèáîëü-
øèé (íàèìåíüøèé) ÷ëåí � òîò, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ.)

Óïðàæíåíèå 203. a) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñó-
ùåñòâóåò îòðåçîê äëèíû 1, êîòîðûé ÿâëÿ-
åòñÿ å¼ êîðìóøêîé. b) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
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âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ìîíîòîííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò îòðåçîê äëèíû 1,
ÿâëÿþùèéñÿ å¼ ëîâóøêîé.

Óïðàæíåíèå 204. Äîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîé
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ìî-
íîòîííàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ èëè íåóáûâàþ-
ùàÿ) áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Óïðàæíåíèå 205. Äîêàçàòü, ÷òî ó âñÿêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n2+1 ñóùåñòâó-
åò ìîíîòîííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëè-
íû n + 1, íî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû
n2 ìîæåò íå áûòü ìîíîòîííîé ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè äëèíû n+ 1.

Óïðàæíåíèå 206. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ÷òî ëþ-
áàÿ äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ?

Óïðàæíåíèå 207. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ÷òî ëþ-
áîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâè-
ìî â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì ñïî-
ñîáîì?

Óïðàæíåíèå 208. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, . . .
òàêîâà, ÷òî |xn+1 − xn| 6 1/2n ïðè âñåõ n.
Ìîæåò ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå áûòü
îãðàíè÷åííîé? Òîò æå âîïðîñ, åñëè |xn+1−
− xn| 6 1/n.

Óïðàæíåíèå 209. Ïóñòü lim
n→∞

an = +∞.

Äîêàçàòü, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}n∈N
ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ÷ëåí.

Óïðàæíåíèå 210. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü an èìååò ïðåäåë è íàéòè åãî,

a) an =

√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 (êîðåíü

èçâëåêàåòñÿ n ðàç); b) an =

√
3 +

√
3 +

√
3 + . . .+

√
3.

Óïðàæíåíèå 211. Äîêàçàòü, ÷òî íà ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ òå è òîëü-
êî òå ìíîæåñòâà, êîòîðûå çàìêíóòû.
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Óïðàæíåíèå 212. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ åå ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé.

Óïðàæíåíèå 213. Âåðíî ëè ïîäîáíîå óòâåð-
æäåíèå äëÿ ëîâóøêè? Ò.å. Ïóñòü A = A′ ∪
∪A′′ �ëîâóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Ñëå-
äóåò ëè èç ýòîãî ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ìíî-
æåñòâA′ èA′′ òîæå ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

Óïðàæíåíèå 214. Ïóñòü A îòêðûòî. Äî-
êàçàòü, ÷òî A ∩ ∂A = ∅.

Óïðàæíåíèå 215. ÏóñòüA� çàìêíóòî. Äî-
êàçàòü, ÷òî ∂A ⊂ A.

Óïðàæíåíèå 216. Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëü-
íûå òî÷êè, ò.å. åñëèA� çàìêíóòî, òî P (A) ⊂
⊂ A.

Óïðàæíåíèå 217. Äîêàçàòü, ÷òî P (A) ∪
∪A� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðè ëþáîì A.

Óïðàæíåíèå 218. Äîêàçàòü, ÷òî ∂A∪A�
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðè ëþáîì A.

Óïðàæíåíèå 219. Äîêàçàòü, ÷òî ∂A∪A =
= P (A) ∪A ïðè ëþáîì A.

Óïðàæíåíèå 220. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü an èìååò ïðåäåë è íàéòè åãî,

a) an =

√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 (êîðåíü

èçâëåêàåòñÿ n ðàç); b) an =

√
3 +

√
3 +

√
3 + . . .+

√
3.

Óïðàæíåíèå 221. à) Âàñÿ Ïåòðîâ ïðåä-
ëîæèë ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà: ×èñ-
ëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè an åñëè ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå A ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé ýòîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè. Ýêâèâàëåíòíî ëè ýòî îïðå-
äåëåíèå ñòàíäàðòíîìó? Îòâåò îáîñíóéòå. b) Ïåòÿ Âàñå÷êèí ïðåäëîæèë äðó-
ãîå îïðåäåëåíèå: ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an åñëè
ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå A íå ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýêâèâàëåíòíî ëè ýòî îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîìó?
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Ðÿäû

Â ìàãàçèí çàõîäèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìàòåìàòèêîâ.

Ïåðâûé ïðîñèò êèëîãðàìì êàðòîøêè, âòîðîé�

ïîëêèëî, òðåòèé� 250 ãðàìì . . . ¾Ïîíÿë¿� ãîâîðèò

ïðîäàâåö è êëàä¼ò íà ïðèëàâîê äâà êèëîãðàììà.

bash.org.ru

8.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì îäèí ëþáîïûòíûé ïàðàäîêñ, ñâÿçàííûé ñ áåñêîíå÷-
íûìè ñóììàìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áåñêîíå÷íóþ ñóììó: S = 1− 1 + 1− 1 + 1− ...
Ïîïðîáóåì íàéòè S, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: S = (1−

− 1) + (1− 1) + ... = 0 + 0 + ... = 0; ... èëè ñëåäóþùèì: S = 1− (1− 1)− (1−
− 1)− ... = 1− 0− 0− ... = 1.

Ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè ñîñåäíèå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì åùå îäíî çíà÷åíèå
S: S = −1 + 1− 1 + 1− 1 + ... = −1 + (1− 1) + (1− 1) + ... = −1.

Íàêîíåö, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî S = 1− (1− 1 + 1− 1 + ...) = 1−S. Ðåøàÿ
ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ïîëó÷èì1 S = 1

2 .
Èòàê, äåéñòâóÿ ÷åòûðüìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ìû íàøëè ÷åòûðå çíà÷å-

íèÿ ñóììû S: S = 0 = 1 = −1 = 1
2 . Êàêîå æå çíà÷åíèå èìååò ñóììà S â

äåéñòâèòåëüíîñòè?

Îïðåäåëåíèå 80. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an. Âûðàæåíèå
∞∑
n=1

an

íàçûâàþò ðÿäîì, ñîñòàâëåííûì èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 81. Ñóììó SN =
N∑
n=1

an íàçûâàþò ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿ-

äà.
1×òî îñîáåííî ñòðàííî, ò.ê. ñóììèðóþòñÿ öåëûå ÷èñëà!
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Îïðåäåëåíèå 82. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

Sn = S, òî ãîâîðÿò, ÷òî

ðÿä ñõîäèòñÿ, à ÷èñëî S íàçûâàþò åãî ñóììîé è çàïèñûâàþò òàê:
∞∑
n=1

an =

= S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 83. Ñóììó RN =
∞∑

n=N+1

an íàçûâàþò îñòàòêîì ðÿäà
∞∑
n=1

an.

Óòâåðæäåíèå 34. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî ïðåäåë lim
N→∞

RN = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Òåîðåìà 30 (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà.). Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞

an = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü lim
n→∞

n∑
k=1

ak = S. Òîãäà, î÷åâèäíî, lim
n→∞

n+1∑
k=1

ak = S. Ñëåäîâàòåëüíî

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
n+1∑
k=1

ak −
n∑
k=1

ak

)
= S − S = 0.

8.2 Ïðèìåðû ðÿäîâ

Òåîðåìà 31. Ïóñòü bn � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì |q| <
< 1. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà b1
1−q .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû
N∑
n=1

bn = b1 · q
N−1
q−1 ïî ôîðìóëå äëÿ ñóììû

êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Âçÿâ lim
N→∞

îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà,

ïîëó÷èì
∞∑
n=1

bn = b1 ·
lim
N→∞

qN−1

q−1 . Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå |q| < 1, ïîëó÷èì
∞∑
n=1

bn =

= b1 · −1
q−1 = b1

1−q .

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå |q| < 1 íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n = −1 + 1− 1 + 1− ... ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàâíû

òî -1, òî 0, ò.å. íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå 84. Ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì íàçûâàþò ðÿä
∞∑
n=1

1
n .



8.2. ÏÐÈÌÅÐÛ ÐßÄÎÂ 107

Òåîðåìà 32. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó S2n = 1 + 1

2 + 1
3 + ... + 1

2n è ñãðóïïèðóåì
ñëàãàåìûå:

S2n = 1 +

(
1

2

)
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+ . . .+

1

8

)
+ . . .+

(
1

2n−1 + 1
+ . . .+

1

2n

)
.

Ðàññìîòðèì k−þ ñêîáêó:(
1

2k−1 + 1
+ . . .+

1

2k

)
≥ 1

2k
+ . . .+

1

2k
=

2k−1

2k
=

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, S2n ≥ 1 + (n − 1) × 1
2 = 1+n

2 . Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå
ñóììû îáðàçóþò á.á.ï è ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò èõ ïðåäåëà.

Òåîðåìà 33. Ðÿä
∞∑
n=1

1
n2 ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàìåòèì, ÷òî 1

n2 <
1

n(n−1) = 1
n−1−

1
n ïðè n > 1. Ñëåäîâàòåëüíî 1

12 + 1
22 + ...+

+ 1
n2 < 1+ 1

1·2 + 1
2·3 + ...+ 1

(n−1)·n < 1+1− 1
2 + 1

2−
1
3 + ...+ 1

n−1−
1
n = 2− 1

n < 2.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé è âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò åå
ïðåäåë.

Òåîðåìà 34. Ðÿä2
∞∑
n=1

(−1)n

n ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè:
S1, S3, ... S2k+1,... Çàìåòèì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû

S2k+1 =

(
−1 +

1

2

)
+

(
−1

3
+

1

4

)
+ ...+

(
− 1

2k + 1
+

1

2k

)
− 1

2k + 1
< 0,

ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â êàæäîé èç ñêîáîê îòðèöàòåëüíà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S2k+1 = S2k−1 +

(
1

2k
− 1

2k + 1

)
> S2k−1,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë íå÷åò-
íûõ ñóìì lim

k→∞
S2k+1 = A.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóììû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè:

lim
k→∞

S2k = lim
k→∞

(S2k+1 +
1

2k + 1
) = A.

Ñëåäîâàòåëüíî lim
n→∞

Sn = A, ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ.

2Ðÿä òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ðÿäà Ëåéáíèöà
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Âåðíà áîëåå îáùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 35 (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñîñòî-
èò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ, ìîíîòîííî íåâîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ. Òîãäà çíàêîïåðåìåííûé ðÿä a1 − a2 + a3 − a4 + ... =
∞∑
n=1

(−1)n+1 · an
ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü Sn �÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ N
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà: S2k 6 S2k+2 6 S2k+3 6 S2k+1. Äåéñòâèòåëüíî,
S2k+2 = S2k + a2k+1 − a2k+2 > S2k, S2k+3 = S2k+2 + a2k+3 > S2k+2 è
S2k+1 = S2k+3 − a2k+3 + a2k+2 > S2k+3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îòðåçêîâ [S2, S3] ⊃ [S4, S5] ⊃ . . . ⊃ [S2k, S2k+1] ⊃ . . . ÿâëÿåòñÿ âëîæåííîé.
Ïîñêîëüêó S2k+1 − S2k = a2k+1 → 0 ïðè k → ∞, òî ïîñëåäîâàòòåëüíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ. Ïî ïðèíöèïó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ÷àñòè÷íûõ ñóìì,
ò.å. ñóììîé ðÿäà.

8.3 Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.*

Òåîðåìà 36 (Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðÿäîâ). Ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî ∀n, n′ >
> N(|Sn − Sn′ | < ε).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ñóìì.

Òåîðåìà 37 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ∀n ∈ N(|bn| ≤ an) è ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó S. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ ê íåêî-

òîðîìó S′ è S′ ≤ S.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ âñåõ ε > 0 íàéäåòñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî ∀n, n′ >
> N(|Sn − Sn′ | < ε). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n < n′, òîãäà

|bn+1 + bn+2 + . . .+ bn′ | ≤ |bn+1|+ . . .+ |bn′ | ≤ an+1 + . . .+ an′ < ε.

Çíà÷èò êðèòåðèé Êîøè âûïîëíåí äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

bn, ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõî-

äèòñÿ. À íåðàâåíñòâî S′ ≤ S âûòåêàåò èç àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà äëÿ
÷àñòè÷íûõ ñóìì.
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8.4 Ðÿä
∞∑
n=0

1
n! .

Ëåììà 11. Ðÿä
∞∑
n=0

1
n! ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. À èç íåðàâåí-
ñòâà

Sn = 1 + 1 +
1

2!
+ . . .+

1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n−1
= 3− 1

2n−1
< 3

ñëåäóåò åå îãðàíè÷åííîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îíà
èìååò ïðåäåë.

Òåîðåìà 38. Ñóììà ðÿäà
∞∑
n=0

1
n! ðàâíà e (×èñëó Ýéëåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì e1 =
∞∑
n=0

1
n! .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

En =

(
1 +

1

n

)n
= 1 +

C1
n

n
+
C2
n

n2
+ . . .+

Cnn
nn

.

Êàê èçâåñòíî (ïî ñëåäñòâèþ 13), ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâó-
åò è ðàâåí e. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî Ckn · 1

nk
≤ 1

n! ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , n.
ñëåäîâàòåëüíî En ≤ Sn, à çíà÷èò, ïî ëåììå 19 (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â
íåðàâåíñòâàõ) e ≤ e1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûáåðåì íåêîòîðîå ε > 0 è íåêîòîðîå k. Â ñóììå

En = 1 +
C1
n

n +
C2
n

n2 + . . . +
Cnn
nn ïðåäåë êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ïðè n → ∞

ðàâåí lim
n→∞

Cln
nl

= 1
l! . Âûáåðåì n > k, òàê, ÷òîáû íåðàâåíñòâî Cln

nl
> 1

l! −
ε
k

âûïîëíÿëîñü ïðè âñåõ l = 1, . . . , k. Ïðîñóììèðîâàâ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì,
÷òî

En = 1 +
C1
n

n
+
C2
n

n2
+ . . .+

Cnn
nn
≥ 1 +

C1
n

n
+
C2
n

n2
+ . . .+

Ckn
nk
≥

≥ 1 +

(
1

1!
− ε

k

)
+ . . .+

(
1

k!
− ε

k

)
= Sk − ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞ (çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì n→∞ òîæå), ïîëó-
÷àåì e ≥ e1− ε. Èç äîêàçàííîãî ðàíåå íåðàâåíñòâà e ≤ e1 è ïðîèçâîëüíîñòè
ε > 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî e1 = e.

Òåîðåìà 39. ×èñëî e èððàöèîíàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü e = m

n ∈ Q. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∆ = e− Sn =

∞∑
k=n+1

1

k!
> 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó, ÷òî 1
k! ≤

1
n! ≤

1
n!·(n+1)k−n

, òî

0 < ∆ = e−Sn ≤
∞∑

k=n+1

1

n! · (n+ 1)k−n
=

1

(n+ 1)!
· n

n+ 1
<

1

(n+ 1)!
. (8.4.1)

Çàìåòèì, ÷òî n!∆ = n!
(
m
n − 1− 1

1! − ...−
1
n!

)
�ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî,

íî óìíîæèâ 8.4.1 íà n!, ïîëó÷èì

0 < n!∆ = n!(e− Sn) < n! · 1

(n+ 1)!
< 1,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 222. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íå èñïîëüçóÿ
ñëîâ ¾íå¿ è ¾íåò¿.

Óïðàæíåíèå 223. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è íàéäèòå åãî ñóììó:

a)
∞∑
n=1

1
n(n+1) ; b*)

∞∑
n=1

1
n(n+1)(n+2) ;

Óïðàæíåíèå 224. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ: a)
∞∑
n=1

1
n
√
n
; b)

∞∑
n=1

(−1)n√
n
;

c*)
∞∑
n=1

1
n · sin

πn
2 ; d**)

∞∑
n=1

1
n · cos πn4 .

Óïðàæíåíèå 225. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ:

à)
∞∑
n=1

1√
n
; b)

∞∑
n=1

1
n+
√
n+1

; c)
∞∑
n=1

tg π
n d)

∞∑
n=1

sin π
n .

Óïðàæíåíèå 226. Îïðåäåëèòå, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä: a)
∞∑
n=1

1
n
√
n
; b)

∞∑
n=1

2n

3n−1 ;

c)
∞∑
n=1

1
n! ; d)

∞∑
n=1

n
2n ; e)

∞∑
n=1

3
√
n

n+1 .

Óïðàæíåíèå 227. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
n=1
|an| ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ

è ðÿä
∞∑
n=1

an.
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Óïðàæíåíèå 228. à) Ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî,

÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an + bn ñõîäèòñÿ? á) Ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ðàñõîäÿòñÿ. Ñëåäóåò

ëè èç ýòîãî, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an + bn ðàñõîäèòñÿ?

Óïðàæíåíèå 229. Íà ñòîëå ëåæèò ñòîïêà êíèã (ñì. ðèñ.).

...

Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìîæåò âûäàâàòüñÿ âåðõíÿÿ êíèæêà
ïî îòíîøåíèþ ê íèæíåé? Ìîæíî ñ÷èòàòü äëèíó êíèãè ðàâíîé 1, êîëè÷åñòâî
êíèã íå îãðàíè÷åíî.

Óïðàæíåíèå 230. Ñòàðèê Õîòòàáû÷ ðåøèë ïîñòðîèòü áàøíþ èç áåñêîíå÷-
íîãî êîëè÷åñòâà êèðïè÷åé. Êàæäûé èç êèðïè÷åé èìååò ôîðìó êóáà, ïåðâûé
êèðïè÷ èìååò ðàçìåð 1ì, âòîðîé � 1/2 ìåòðà, òðåòèé � 1/3,... è ò.ä. a) Äî-
êàæèòå, ÷òî âûñîòà áàøíè áåñêîíå÷íà. b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Âîëüêà èáí
Àë¼øà çàõî÷åò ïîêðàñèòü åå â êðàçíûé öâåò, òî åìó ïîòðåáóåòñÿ êîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî êðàñêè.

Óïðàæíåíèå 231. Äàí ðÿä Ëåéáíèöà:
∞∑
n=1

(−1)n+1

n = 1−1/2+1/3−1/4+....

a) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ïîëîæèòåëüíà. b) Ïåðåñòàâü-
òå ÷ëåíû ðÿäà òàê, ÷òîáû åãî ñóììà áûëà îòðèöàòåëüíîé. c*) Ïåðåñòàâüòå
÷ëåíû ðÿäà òàê, ÷òîáû îí ñòàë ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Ãëàâà 9

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà êàê òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé. Òåïåðü ïðèøëî âðåìÿ îïðåäåëèòü, ÷òî æå òàêîå äåéñòâèòåëüíî ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 85. Ïóñòü {an}∞n=−k, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷ëåíû êîòîðîé
an ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Òîãäà äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü a−ka−k+1 . . . a−1a0, a1a2 . . . an . . .
çàäàåò ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a−k · 10k +a−k+1 · 10k−1 + . . .+

+a−1·101+a0·100+
∞∑
n=1

an·10−n; à äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü−a−ka−k+1 . . . a−1a0, a1a2 . . . an . . .

çàäàåò îòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî −a−k ·10k−a−k+1 ·10k−1− . . .−
− a−1 · 101 − a0 · 100 −

∞∑
n=1

an · 10−n.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äî-
êàæåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è ÷òî ëþáîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå äåñÿòè÷íîé çàïèñè.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë.
Ïóñòü R åñòü ìíîæåñòâî îáúåêòîâ äëÿ êîòîðûõ çàäàíû îòíîøåíèå ≤ è

è îïåðàöèè + è ·, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìàì:

1. ∀a, b(a+ b = b+ a) (Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
2. ∀a, b, c (a+ (b+ c) = (a+ b) + c) (Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
3. ∃!0(∀a(a+ 0 = 0 + a = a)) (Ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ);
4. ∀a(∃!− a|a+ (−a) = (−a) + a = 0) (Îáðàòèìîñòü ñëîæåíèÿ);
5. ∀a, b(a · b = b · a) (Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
6. ∀a, b, c (a · (b · c) = (a · b) · c) (Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
7. ∃!1 6= 0|∀a(1 · a = a · 1 = a) (Ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû);
8. ∀a 6= 0∃!a−1|a · a−1 = a−1 · a = 1 (Îáðàòèìîñòü óìíîæåíèÿ);
9. ∀a, b, c(a·(b+c) = a·b+a·c (Äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ);
10. ∀a(a ≤ a) (Ñèììåòðè÷íîñòü ñðàâíåíèÿ);
11. Åñëè a ≤ b è b ≤ c, òî a ≤ c (Òðàíçèòèâíîñòü ñðàâíåíèÿ);
12. ∀a, b âûïîëíåíî a ≤ b èëè b ≤ a, ïðè÷åì îáà ñðàâíåíèÿ âûïîëíåíû

òîëüêî åñëè a = b. (Ñðàâíèìîñòü ÷èñåë);

113
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13. Åñëè a ≤ b è 0 ≤ c, òî a·c ≤ b·c (Ìîíîòîíííîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ);
14. ∀α > 0(∃n ∈ N |n · α > 1) (Àêñèîìà Àðõèìåäà);
15. Ïóñòü ìíîæåñòâà A,B òàêîâû, ÷òî ∀a ∈ A ∀b ∈ B a ≤ b. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî c òàêîå, ÷òî ∀a ∈ A ∀b ∈ B a ≤ c ≤ b (Àêñèîìà
îòäåëèìîñòè).

Àêñèîìû 1�4 îçíà÷àþò, ÷òî R � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, àêñèîìû 5-8, ÷òî
R \ {0} � ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ. Àêñèîìû 1�9 îïðåäåëÿþò ïîëå. Àêñèîìû
10�12 ââîäÿò íà R îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. À ïîñëåäíèå 2 àêñèîìû
êàê ðàç è îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òàê, íà-
ïðèìåð Q óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêcèîìàì êðîìå ïîñëåäíåé. Ìîæíî ïðèâåñòè
ïðèìåð ìíîæåñòâà, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå Àðõèìåäà (ïîäóìàéòå,
êàê?). Ìîæíî áûëî áû ïî ïðèìåðó Åâêëèäà ñíà÷àëà âûïèñàòü àêñèîìû,
à ïîòîì óæå äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àþùåå ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðåçþìèðóÿ âñå âûøåñêàçàííîå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå òðè ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë: 1) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá (òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé); 2) Äåñÿòè÷íàÿ
çàïèñü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë); 3) Àêñèîìàòè÷åñêèé ñïîñîá (âû-
øåïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà àêñèîì).

Î÷åâèäíî, òóò ïåðå÷èñëåíû äàëåêî íå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îïðåäå-
ëåíèÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ìîæíî áûëî ðàññìîò-
ðåòü ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ñ÷èòàòü
èõ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî êàæäûé ïîäõîä èìååò
êàê ñâîè äîñòîèíñòâà, òàê è íåäîñòàòêè.
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Ãëàâà 10

Ôóíêöèè. Ãðàôèêè.

Ïåðâûé êóðñ. Ïåðâàÿ ïàðà ïî ìàò. àíàëèçó â
òåõíè÷åñêîì âóçå.
Ïðåïîäàâàòåëü:

� Çàïèñûâàåì òåìó: Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ñþðúåêòèâíûå,
èíúåêòèâíûå è áèåêòèâíûå ôóíêöèè. Ñëîæíàÿ è
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ãîëîñ ñ çàäíåé ïàðòû:

� ß ïåðåäóìàë. Çàáåðèòå ìåíÿ â àðìèþ. . .

bash.org.ru

10.1 Îáùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 86. Ôóíêöèåé F : A 7→ B íàçûâàåòñÿ íåêîòîðûé çàêîí,
êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûì ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A îäèí èëè
íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
îòïðàâëåíèÿ ôóíêöèè F , B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðèáûòèÿ.

Ïðèìåð 28. Ãðàôèê äåæóðñòâà ïî êëàññó ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíêöèè.
Êàæäîìó äíþ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäèí èëè íåñêîëüêî äåæóðíûõ.
Íåêîòîðûì äíÿì (âûõîäíûì) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íîëü äåæóðíûõ.

Ïðèìåð 29. f(x) = x2+3x−1
x ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíêöèè. Êàæäîìó äåé-

ñòâèòåëüíîìó ÷èñëó x (êðîìå x = 0) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 30. f(n) = n mod 3 =


0, n = 3k;

1, n = 3k + 1;

2, n = 3k + 2;

ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì

ôóíêöèè. Êàæäîìó öåëîìó ÷èñëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îñòàòîê îò
äåëåíèÿ íà 3.
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Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ôóíêöèè
èñïîëüçóÿ òîëüêî ìíîæåñòâà: Ôóíêöèåé íàçûâàþò ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
F ⊂ A × B. Òîãäà, åñëè x ∈ A, òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà x åñòü
F (x) = {y ∈ B | (x, y) ∈ F}.

Îïðåäåëåíèå 87. Îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé F : A 7→ B íàçûâàåòñÿ íåêî-
òîðûé çàêîí, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A íå
áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B. Áîëåå ôîðìàëüíî, îäíîçíà÷íîé ôóíê-
öèåé íàçûâàþò ìíîæåñòâî F ⊂ A × B, òàêîå, ÷òî åñëè (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ F
è y′ = y′′, òî x′ = x′′.

Çàìå÷àíèå. Â äàííîì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îäíîçíà÷íûå ôóíê-
öèè, õîòÿ ìíîãîçíà÷íûå� íå åñòü êàêàÿ-òî ýêçîòèêà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ax2 + bx+ c = 0 åãî êîðíè
X(a, b, c) = −b±

√
b2−4ac

2a ïðèíèìàåò íîëü, îäíî èëè äâà çíà÷åíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà D = b2 − 4ac. Ïîýòîìó âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü
ïðîñòî ¾ôóíêöèÿ¿, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 88. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (îáîçíà÷àåòñÿ
DF ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî DF ⊂ A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ
F (x) îïðåäåëåíà. Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè F (îáîçíà÷àåòñÿ EF )
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî EF = {F (x) : x ∈ DF .

Îïðåäåëåíèå 89. Îáðàçîì ìíîæåñòâàM ïðè îòîáðàæåíèè F íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî F (M) = {y = F (x) : x ∈ M}. Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà S ïðè
îòîáðàæåíèè F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî F−1(S) = {x : F (x) ∈ S}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî ôèãóðíûå ñêîáêè
îáû÷íî îïóñêàþò è ïèøóò F−1(y) âìåñòî F−1({y}).

Îïðåäåëåíèå 90. Èíúåêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ F , òàêóþ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x′, x′′ ∈ DF èç x′ 6= x′′ ñëåäóåò F (x′) 6= F (x′′). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, èíúåêöèÿ�ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íà ðàçíûõ àðãóìåíòàõ ïðèíèìàåò ðàçíûå
çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 91. Ñþðúåêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ F : A→ B, òàêóþ,
÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ B ñóùåñòâóåò x ∈ A òàêîé, ÷òî F (x) = y. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñþðúåêöèÿ�ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå èç B.

Çàìå÷àíèå. Èíúåêöèþ èíîãäà íàçûâàþò ¾îòîáðàæåíèå â¿, à ñþðúåêöèþ
¾îòîáðàæåíèå íà¿.

Îïðåäåëåíèå 92. Áèåêöèåé (èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæå-
íèåì) íàçûâàþò ôóíêöèþ F : A → B, ÿâëÿþùóþñÿ èíúåêöèåé è ñþðúåê-
öèåé îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå 93. Ïóñòü ôóíêöèè f : X −→ Y è g : Y −→ X òàêîâû, ÷òî
Df = X, Dg = Y , ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ Y âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
x = g(f(x)) è y = f(g(y)). Òîãäà ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ f è
îáîçíà÷àåòñÿ f−1.
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Òåîðåìà 40. Ïóñòü F : A → B áèåêöèÿ, DF = A. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ F−1 : B → A, êîòîðàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå y∗ ∈ B. Ïîñêîëüêó F � ñþðúåêöèÿ, òî ñóùåñòâó-
åò x ∈ A, òàêîå, ÷òî F (x) = y∗. Òàêèõ x ∈ A íå ìîæåò áûòü äâà, ò.ê. F �
èíúåêöèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå F−1, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
y∗ òàêîå x∗ áóäåò îáðàòíûì ê F .

Äîêàæåì, ÷òî F−1 � áèåêöèÿ. Ïóñòü x0 ∈ A, òîãäà ðàññìîòðèì y0 =
= F (x0), î÷åâèäíî, ÷òî F−1(y0) = x0, ñëåäîâàòåëüíî, F−1 � cþðúåêöèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F−1(y1) = F−1(y2) = x∗, òî y1 = F (x∗) è y2 = f(x∗),
ñëåäîâàòåëüíî, F−1 �èíúåêöèÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè G� îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ F, òî F � îáðàòíàÿ äëÿ G.

Ïðèìåð 31. Ôóíêöèÿ F : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} çàäàííàÿ êàê F (1) = 4,
F (2) = 2, F (3) = 1, F (4) = 3 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Îáðàòíàÿ ê íåé F−1 :
: {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} îïðåäåëåíà êàê F−1(1) = 3, F−1(2) = 2, F−1(3) = 4
è F−1(4) = 1.

Ïðèìåð 32. Ôóíêöèÿ F : R → R, F (x) = 2x + 1 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F−1(y) = y−1

2 .

Ïðèìåð 33. Ôóíêöèÿ F : R → R, F (x) = x2 íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, F (x) = F (−x), ñëåäîâàòåëüíî F �íå èíúåêöèÿ. Êðîìå òîãî,
EF = [0; +∞) 6= R, ñëåäîâàòåëüíî F íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.

Ïðèìåð 34. Ôóíêöèÿ F : [0; +∞)→ [0; +∞), F (x) = x2 ÿâëÿåòñÿ áèåêöè-
åé. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F−1(y) =

√
y.

Îïðåäåëåíèå 94. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f : X −→ Y è g : Y −→ Z.
Êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f è g (îáîçíà÷àåòñÿ g ◦ f) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
h = g ◦ f : X → Z, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Dh = {x ∈ Df | f(x) ∈ Dg}
ñëåäóþùèì îáðàçîì: h(x) = g(f(x)).

10.2 ×èñëîâûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 95. ×èñëîâîé ôóíêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèè f(x), îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ò.å. Df , Ef ⊂ R. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü îòïðàâëåíèÿ
è ïðèáûòèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè åñòü R.

Çàìå÷àíèå. Áîëüøàÿ ÷àñòü ýòîãî êóðñà ïîñâÿùåíà ÷èñëîâûì ôóíêöèÿì.
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì ôóíêöèÿ áóäåì (åñëè ñïåöèàëüíî íå
îãîâîðåíî) ïîíèìàòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 96. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè äëÿ âñåõ
x ∈ Df âûïîëíåíî (−x) ∈ Df è f(−x) = f(x). ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Df âûïîëíåíî (−x) ∈ Df è f(−x) =
= −f(x). Ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè ÷åòíûìè íè íå÷åòíûìè íàçû-
âàþò ¾ôóíêöèè îáùåãî âèäà¿.
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a

y = f(x+ a) y = f(x)

x

y

Ïðèìåð 35. Ôóíêöèÿ f(x) = x2 − 4x4 + |x|�÷åòíàÿ, g(x) = x3 − 3x|x|�
íå÷åòíàÿ, à x2 + x+ 1� îáùåãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 97. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé åñëè ñóùå-
ñòâóåò T > 0, òàêîå, ÷òî:
1) ∀x ∈ Df (x± T ∈ Df );
2) ∀x ∈ Df (f(x+ T ) = f(x)) .
×èñëî T íàçûâàþò ïåðèîäîì ôóíêöèè f(x). Åñëè Tmin �ïåðèîä è äëÿ ëþ-
áîãî ïåðèîäà T âûïîëíåíî Tmin ≤ T , òî Tmin íàçûâàþò íàèìåíüøèì (èëè
ãëàâíûì) ïåðèîäîì f(x).

Ïðèìåð 36. sinx, cosx èìåþò íàèìåøüíèé ïåðèîä, ðàâíûé 2π, à tg x,
ctg x� π. Ôóíêöèÿ {x} (äðîáíàÿ ÷àñòü) èìååò ïåðèîä, ðàâíûé 1.

10.3 Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôè-
êîâ.

Îïðåäåëåíèå 98. Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Γf = {(x, y = f(x)) |x ∈ Df}.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ y = f(x).

1. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x+a) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ñäâèãîì
íà a âëåâî (âïðàâî, åñëè a < 0) � ñì. ðèñ. 1.

2. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x)+a ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ñäâèãîì
íà a ââåðõ (âíèç, åñëè a < 0) � ñì. ðèñ. 2.

3. Ãðàôèê ôóíêöèè y = −f(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

4. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(−x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Oy.
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a y = f(x) + a

y = f(x)

x

y

y = a · f(x)

y = f(x)

x

y

5. Ãðàôèê ôóíêöèè y = a · f(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ðàñòÿ-
æåíèåì â a ðàç ïî íàïðàâëåíèþ îñè Oy (ñæàòèåì, åñëè a < 1) � ñì.
ðèñ. 5.

6. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(a · x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) ñæà-
òèåì â a ðàç ïî íàïðàâëåíèþ îñè Ox (ðàñòÿæåíèåì, åñëè a < 1) � ñì.
ðèñ. 6.

7. Ãðàôèê ôóíêöèè y = |f(x)| ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Ox òîé ÷àñòè ãðàôèêà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà
íèæå ýòîé îñè � ñì. ðèñ. 7.

8. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(|x|) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî îñè Oy òîé ÷àñòè ãðàôèêà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà
ïðàâåå ýòîé îñè, ïðè÷åì òó ÷àñòü, ÷òî ðàñïîëîæåíà ëåâåå îñè ñëåäóåò
îòáðîñèòü � ñì. ðèñ. 8.



122 ÃËÀÂÀ 10. ÔÓÍÊÖÈÈ. ÃÐÀÔÈÊÈ.

y = f(a · x)y = f(x)

x

y

y = |f(x)|

y = f(x)

x

y
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y = f(|x|)

y = f(x)

x

y

9. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f−1(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = f(x) îòðàæå-
íèåì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x� ñì. ðèñ. 9.

Òåîðåìà 41. Ïóñòü X è Y ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèå f : X −→
−→ Y èìååò îáðàòíîå. Òîãäà ãðàôèêè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé f è f−1

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Ôóíêöèÿ f íå÷¼òíàÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1 íå÷¼òíàÿ, f ñòðîãî âîçðàñòàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò, f ñòðîãî óáûâàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f−1 ñòðîãî óáûâàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òî÷êà A(x0, y0) ∈ Γf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B(y0, x0) ∈ Γf−1 ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Òî÷êà C(x0+y0

2 , y0+c0
2 )� ñåðåäèíà

y = f−1(x)

y = f(x)

y = x

x

y
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îòðåçêà [AB]. Ïóñòü (·) O(0; 0) � íà÷àëî êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî C ∈ Γy=x,
|OA| = |OB| =

√
x2

0 + y2
0 . Òîãäà åñëè òî÷êè A, B,C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé, òî [OC] åñòü ìåäèàíà è âûñîòà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AOB.
Çíà÷èò, òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Åñëè æå
òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî îíè ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî âñå
ðàçëè÷íû, è òîãäà èç y0 = kx0, x0 = ky0, x0 6= y0 ñëåäóåò, ÷òî k = −1. Òàê
êàê ïðÿìûå y = x è y = −x ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî è â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè A
è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Äàëåå, åñëè f íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, òî (x0, y0) ∈ Γf ⇐⇒ (−x0,−y0) ∈ Γf .
Òîãäà èìååì: (y0, x0) ∈ Γf−1 ⇐⇒ (x0, y0) ∈ Γf ⇐⇒ (−x0,−y0) ∈ Γf ⇐⇒
⇐⇒ (−y0,−x0) ∈ Γf−1 , òî åñòü, (y0, x0) ∈ Γf−1 ⇐⇒ (−y0,−x0) ∈ Γf−1 .
Òàêèì îáðàçîì, f−1 íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, f íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ ⇐⇒
f−1 íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî x1 < x2 ⇐⇒ y1 < y2. Òàê êàê (y0, x0) ∈
∈ Γf−1 ⇐⇒ (x0, y0) ∈ Γf , òî è f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, f ñòðîãî âîç-
ðàñòàåò⇐⇒ f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Àíàëîãè÷íî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãî-
ãî óáûâàíèÿ.

10.4 Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

.

• Ôóíêöèÿ f(x) = C, êîòîðàÿ ðàâíà âñþäó íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó
÷èñëó íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé èëè êîíñòàíòíîé ôóíêöèåé. ×àñòî ýòî
ôàêò çàïèñûâàþò â ôîðìå f ≡ const. Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè áóäåò
ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ.

• Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y = kx+ b. Åå ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ íàêëîííàÿ (ò.å.
íå âåðòèêàëüíàÿ) ïðÿìàÿ, ïðè÷åì b� òî÷êà, â êîòîðîé ãðàôèê ïåðå-
ñåêàåò îñü Oy, à k� òàíãåíñ óãëà íàêëîíà (ò.å. óãëà ìåæäó ïðÿìîé è
îñüþ Ox.

• Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ (êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí) f(x) = ax2 + bx + c,
a 6= 0. Åå ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû
ââåðõ ïðè a > 0 è âíèç ïðè a < 0.

• Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) = xn. Ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ãðàôèê èìååò
ôîðìó ïîõîæóþ íà ïàðàáîëó, ïðè íå÷åòíûõ� íà êóáè÷åñêóþ ïàðàáî-
ëó.

• Ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè Pn(x) = anx
n + an−1 + . . . + a1x + a0, ãäå

a0, ..., an �ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà (an 6= 0), êîòîðûå íàçûâàþò êîýô-
ôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà Pn.

• Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = k
x , ãäå k 6= 0�ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Åå

ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà.



10.4. ÏÐÈÌÅÐÛ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 125

• Êâàäðàòíûé êîðåíü f(x) =
√
x�ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè x > 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ êâàäðàòíûé êîðåíü èç x (àðèôìåòè÷åñêèé) åñòü íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí x, ò.å. (

√
x)2 = x. Ãðàôè-

êîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíà ïàðàáîëû, îòðàæåííàÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé y = x. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîðíè ÷åòíîé ñòåïåíè
f(x) = 2n

√
x. Èõ ãðàôèêè ïîõîæè íà ãðàôèê y =

√
x

• Êóáè÷åñêèé êîðåíü f(x) = 3
√
x�ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé ÷èñ-

ëîâîé îñè. Ïî îïðåäåëåíèþ êóáè÷åñêèé êîðåíü (àëãåáðàè÷åñêèé) åñòü
÷èñëî, êóá êîòîðîãî ðàâåí x. Ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ïàðàáî-
ëà, îòðàæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò-
ñÿ êîðíè äðóãèõ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé f(x) = 2n+1

√
x. Èõ ãðàôèêè ïîõîæè

íà ãðàôèê y = 3
√
x
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Ãëàâà 11

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé

11.0.1 Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 99. Ôóíêöèÿ f : R −→ R íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè
ñóùåñòâóåò τ 6= 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Df âûïîëíåíî

• x± τ ∈ Df

• f(x+ τ) = f(x).

×èñëî τ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f. Ïîëàãàåì íîëü ïåðèîäîì ëþ-
áîé ôóíêöèè. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
ïåðèîäîì.

Ëåììà 12. Åñëè τ � ïåðèîä ôóíêöèè f : R ⊃ M −→ R, òî äëÿ ëþáîãî
m ∈ Z mτ � òîæå ïåðèîä f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè τ = 0 èëè m = 0, òî óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî,
âåðíî. Ïóñòü τ 6= 0. Â ñëó÷àå m > 0 ïðèì�åíèì ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.
Áàçà èíäóêöèè. f(x+ τ) = f(x), ÷òî âåðíî, òàê êàê τ - ïåðèîä f.
Øàã èíäóêöèè. f(x + (m + 1)τ) = f(x + mτ + τ) = f(x + mτ) = f(x) ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äëÿ m < 0 èìååì f(x+mτ) = f(x+mτ −mτ) =
= f(x), òàê êàê (−m) > 0 è ïî äîêàçàííîìó (−mτ) � ïåðèîä f.

Òåîðåìà 42. Åñëè T � ãëàâíûé ïåðèîä ôóíêöèè f : R ⊃ M −→ R, òî
{mT : m ∈ Z} � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ôóíêöèè f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ôóíêöèè f. Ïî
ëåììå 15, {mT : m ∈ Z} ⊂M. Ïóñòü τ ∈M � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç M,
à n = [ τT ] � öåëàÿ ÷àñòü [ τT ]. Òîãäà n ≤ τ

T < n+ 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî 0 ≤ τ −
−nT < T. Òàê êàê τ è (−nT ) � ïåðèîäû f, òî f(x+τ−nT ) = f(x+τ) = f(x),
è òàêèì îáðàçîì (τ −nT ) � òîæå ïåðèîä f. Íî T ïî óñëîâèþ � íàèìåíüøèé
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ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä f. Ïîýòîìó èç 0 ≤ τ − nT < T ñëåäóåò, ÷òî τ = nT.
Çíà÷èò, τ ∈ M è M ⊂ {mT : m ∈ Z}. Òàê êàê {mT : m ∈ Z} ⊂ M è
M ⊂ {mT : m ∈ Z}, òî M = {mT : m ∈ Z}.

11.1 Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 100. Ïóñòü x ∈ R. Öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî n ≤ x < n + 1
íàçûâàåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ x è îáîçíà÷àåòñÿ [x].

Ñóùåñòâîâàíèå öåëîé ÷àñòè ëþáîãî ÷èñëà óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 43. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n ∈ Z, òàêîå,
÷òî n ≤ x < n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ñóùåñòâîâàíèå.Ïóñòü x > 0. Ïî àêñèîìå Àðõèìåäà íàéäåòñÿ N ∈ N,
òàêîå, ÷òî N > x. Ñëåäîâàòåëüíî x ∈ (0, N) = (0, 1) ∪ [1, 2) ∪ . . . ∪
∪ [N − 1, N). Ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ x ∈ [n, n + 1)
äëÿ íåêîòîðîãî n. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ x
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

• Åäèíñòâåííîñòü. Äâîéíîå íåðàâåíñòâî n 6 x < n + 1 ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî x = n + α, ãäå α ∈ [0, 1). Åñëè, êðîìå òîãî, x = m + β, ãäå
β ∈ [0, 1), òî 0 6 |m − n| = |α − β| < 1. Çíà÷èò, åñëè m è n öåëûå, òî
m = n.

Îïðåäåëåíèå 101. Ïóñòü x ∈ R. Äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x íàçûâàþò
{x} = x− [x].

Ñâîéñòâà öåëîé è äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà:

• [x] 6 x < [x] + 1 (ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ);

• 0 6 {x} < 1;

• Åñëè n ∈ Z, òî [x+ n] = [x] + n è {x+ n} = {x}.

• Åñëè {x} = {y}, òî x− y ∈ Z.

• [x+ y] > [x] + [y];

• [x+ y] 6 [x] + [y] + 1;

• Åñëè n ∈ N, òî {n{x}} = {nx}

• {x} ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, åå ãëàâíûé ïåðèîä ðàâåí 1.

Óïðàæíåíèå 232. Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà.
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tg

cos

sin

sinα

cosα

tgα =
sinα

cosα

−1 − 1
2

1

−1

− 1
2

1
2

1

Ðèñ. 11.1: Îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

11.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Îïðåäåëå-
íèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 44. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (α, n), ãäå
α ∈ [0; 2π) n ∈ Z òàêàÿ, ÷òî x = α+ 2πn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = [ x2π ] � öåëàÿ ÷àñòü x
2π . Òîãäà n ≤

x
2π < n+1,

÷òî ðàâíîñèëüíî 0 ≤ x− 2πn < 2π. Ïîëàãàÿ α = x− 2πn, èìååì óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëåäóþò èç ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè öåëîé ÷àñòè ïî òåîðåìå 53. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 102. Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé Äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò íà ïëîñêîñòèOxy ¾åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü¿ x2+y2 = 1 (ñì. Ðèñ. 13.1).
Îò îñè àáñöèññ Ox ¾â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè¿, òî åñòü ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè, îòëîæèì óãîë xOz ìåðû α ðàäèàí. Ñòîðîíà Oz ýòîãî óã-
ëà ïåðåñå÷¼ò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå M(x0, y0). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåì cosα = x0, sinα = y0. Åñëè òåïåðü x � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî, òî ïî òåîðåìå 54 äëÿ x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå
x = α+ 2πn. Ïîëàãàåì cosx = cosα, sinx = sinα,

tg x =
sinx

cosx
, ctg x =

cosx

sinx
, secx =

1

cosx
, cosecx =

1

sinx
.

Îïðåäåëåíèå 120 ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå ðàäèàííîé ìåðû
óãëà (à òàêæå ãðàäóñíîé ìåðû ââèäó ëèíåéíîñòè çàìåíû ãðàäóñíîé ìåðû
íà ðàäèàííóþ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ R. Ïóñòü x ≥ 0 è x = α + 2πn �
ïðåäñòàâëåíèå x, ïîëó÷åííîå ïî òåîðåìå 54. Ïîëàãàåì, ÷òî óãîë ìåðû x
ðàäèàí ïîëó÷àåòñÿ îòêëàäûâàíèåì îò îñè àáñöèññ Ox n îáîðîòîâ â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè), è çàòåì îòêëà-
äûâàíèåì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè óãëà ìåðû α ðàäèàí. Òàê êàê
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−x = −α − 2πn = (2π − α) − 2π(n + 1) è óãëû α è (2π − α) äîïîëíè-
òåëüíûå, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë (2π − α) ïîëó÷àåòñÿ îòêëàäûâàíèåì
óãëà α â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè), è, òàêèì
îáðàçîì, óãîë (−x) ≤ 0 ïîëó÷àåòñÿ îòêëàäûâàíèåì îò îñè àáñöèññ Ox n
îáîðîòîâ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè), è çàòåì
îòêëàäûâàíèåì â òîì æå îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè óãëà ìåðû α ðàäèàí.

Çàìåòèì, ÷òî sinx è cosx ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ x ∈ R, à tg x, ctg x, secx,
cosecx ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñåõ x ∈ R.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 103.

sin : R −→ R, x 7→ sinx; tg : R \ {x : cosx = 0} −→ R, x 7→ tg x;

cos : R −→ R, x 7→ cosx; ctg : R \ {x : sinx = 0} −→ R, x 7→ ctg x.

11.2.1 Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ñâîéñòâî 1. Ñèíóñ è êîñèíóñ � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ãëàâíûì ïå-
ðèîäîì T = 2π.Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ýòèõ ôóíêöèé åñòü {2πn : n ∈ Z}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = α + 2πn � ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà x ∈ R, ïîëó÷åííîå ïî òåîðåìå 54. Òîãäà x + 2π = α + 2π(n + 1) �
ïðåäñòàâëåíèå x + 2π. Ìû âèäèì èç îïðåäåëåíèÿ 120, ÷òî cosx = cos(x +
+ 2π) = cosα, sinx = sin(x+ 2π) = sinα. Çíà÷èò, T = 2π � ïåðèîä ôóíêöèé
ñèíóñ è êîñèíóñ. Íà ïðîìåæóòêå [0; 2π) òîëüêî äëÿ íóëÿ cos 0 = 1. Ïîýòîìó
T = 2π åñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè êîñèíóñ, âåäü
åñëè T ′, 0 ≤ T ′ < T, � ïåðèîä êîñèíóñà, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ cos 0 =
= cosT ′ = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T ′ = 0. Íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå òîëüêî
äëÿ äâóõ òî÷åê, íóëÿ è π, ñïðàâåäëèâî sinπ = sin 0 = 0. Ïîýòîìó, åñëè T ′,
0 ≤ T ′ < T, � ïåðèîä ñèíóñà, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ sin 0 = sinT ′ = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, T ′ = π. Íî òîãäà 1 = sin π

2 = sin(π2 + π) = sin 3π
2 = −1.

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, T ′ 6= π. Çíà÷èò, T ′ = 0. Èòàê, T = 2π � ãëàâíûé
ïåðèîä ôóíêöèè ñèíóñ. Òàê êàê 2π åñòü ãëàâíûé ïåðèîä, òî ïî òåîðåìå 55
ìíîæåñòâî {mT : m ∈ Z} åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ.

Ñâîéñòâî 2. Êîñèíóñ � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, ñèíóñ � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = α + 2πn � ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà x ∈ R, ïîëó÷åííîå ïî òåîðåìå 54. Òîãäà (−x) = (2π−α) + 2π(−n−1).
Ââèäó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü cosα =
= cos(2π − α), sinα = − sin(2π − α). Äëÿ α ∈ {0, π, 3π

2 , π} ýòî óòâåðæäåíèå,
î÷åâèäíî, âåðíî. Ïóñòü α /∈ {0, π, 3π

2 , π}. Óãëû α è 2π − α äîïîëíèòåëüíûå.
Ïîýòîìó, èç ðàâåíñòâà ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, íà åäèíè÷íîé (¾òðèãîíîìåòðè÷åñêîé¿) îêðóæ-
íîñòè ÷èñëó α ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà A(x0, y0), à ÷èñëó (2π − α)
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà B(x0,−y0), âçÿòûå èç îïðåäåëåíèÿ 120. Ýòî îçíà÷àåò
cosα = cos(2π − α), sinα = − sin(2π − α), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ñâîéñòâî 3. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñèíóñ è êîñèíóñ D(sin) =
= D(cos) = R, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé ñèíóñ è êîñèíóñ E(sin) = E(cos) =
= [−1; 1] ⊂ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 120 è 121, D(sin) = D(cos) =
= R, E(sin) ⊂ [−1; 1], E(cos) ⊂ [−1; 1]. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî [−1; 1] ⊂ E(sin), [−1; 1] ⊂ E(cos). Ïóñòü d ∈ [−1; 1]. Òîãäà
òî÷êè A(d,

√
1− d2) è B(

√
1− d2, d) ïðèíàäëåæàò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

x2 + y2 = 1, òàê êàê èõ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýòîé îêðóæ-
íîñòè. Ïóñòü ]xOA = α, ]xOB = β. Òîãäà cosα = d, sinβ = d. Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 4. Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ � íå÷¼òíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
ñ ãëàâíûì ïåðèîäîì T = π. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè òàíãåíñ åñòü
ìíîæåñòâî R \ {π2 + πn : n ∈ Z}. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè êîòàíãåíñ
åñòü ìíîæåñòâî R \ {πn : n ∈ Z}. Îáëàñòü çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé åñòü âñÿ
÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ 5 è 6 äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî
òàíãåíñ è êîòàíãåíñ íå÷¼òíûå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì
ìû ïîêàæåì, ÷òî èõ ãëàâíûé ïåðèîä ðàâåí π. Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
d ≥ 0 òî÷êà (1; d) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé y = tgϕ äëÿ íåêîòîðîãî ϕ, 0 ≤
≤ ϕ < π

2 , à òî÷êà (1;−d) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé y = − tgϕ = tg(−ϕ), òî
ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè d èìååì E(tg) = R. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
E(ctg) = R. Òàê êàê íà ïðîìåæóòêå (−π2 ,

π
2 ) òàíãåíñ âñþäó îïðåäåë¼í, à íà

êîíöàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà íå îïðåäåë¼í, òî ââèäó π-ïåðèîäè÷íîñòè òàíãåíñà
çàêëþ÷àåì, ÷òî D(tg) = R \ {π2 +πn : n ∈ Z}. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî D(ctg) = R \ {πn : n ∈ Z}.

11.2.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà

Òåîðåìà 45. ∀x, y ∈ R cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) x = α + 2πn, y = β + 2πk, α, β ∈ [0, 2π), n, k ∈
∈ Z,− ïðåäñòàâëåíèÿ x è y. Äàëåå, α 7→ (·)A(x1, y1), β 7→ (·)B(x2, y2) íà
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè Oxy, (·) O(0, 0) - íà÷àëî êîîðäèíàò, x1 =
= cosx, y1 = sinx, x2 = cos y, y2 = sin y. Ââèäó ÷¼òíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè
êîñèíóñà èìååì: cos(x− y) = cos(α− β + 2π(n− k)) = cos |α− β| = cos(2π −
− |α − β|) = cosϕ, ãäå ϕ = min{|α − β|, 2π − |α − β|} = ]AOB, 0 ≤ ϕ ≤ π.
Íàäî äîêàçàòü: x1x2 + y1y2 = cosϕ.

2) Ïóñòü (·)C(x1+x2

2 , y1+y2

2 ) - ñåðåäèíà îòðåçêà [AB], áûòü ìîæåò, â
ñëó÷àå A = B, âûðîæäåííîãî â òî÷êó. Èìååì:

|OC|2 = (
x1 + x2

2
)2 + (

y1 + y2

2
)2 =

=
(x2

1 + y2
1) + (x2

2 + y2
2) + 2(x1x2 + y1y2)

4
=

1 + 1 + 2(x1x2 + y1y2)

4
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, x1x2+y1y2 = 2|OC|2−1. Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå x1x2+y1y2

çàâèñèò òîëüêî îò ìåðû óãëà ]AOB è íå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ óãëà è ñèñòåìû êîîðäèíàò, ëèøü áû âåðøèíà óãëà ñîâïàäàëà ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì óãîë ]A1OB1 òàêîé, ÷òî ]A1OB1 = ]AOB,= ϕ,
A1(cosϕ, sinϕ), B1(1, 0). Òîãäà x1x2 + y1y2 = 1 · cosϕ + 0 · sinϕ = cosϕ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 13. Ïðè ëþáîì x ∈ R âûïîëíåíû òîæäåñòâà:

sin(
π

2
− x) = cosx,

cos(
π

2
− x) = sinx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 56 ïðè âñåõ x ∈ R

cos(
π

2
− x) = cosx cos

π

2
+ sinx sin

π

2
= cosx · 0 + sinx · 1 = sinx.

Ñëåäîâàòåëüíî, sin(π2 − x) = cos(π2 − (π2 − x)) = cosx.

Òåîðåìà 46. ∀x, y ∈ R ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

Ôîðìóëû ñóììû.
cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y,
cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y,
sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y,
sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y.
Ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ.
sinx+ sin y = 2 sin(x+y

2 ) cos(x−y2 ),
sinx− sin y = 2 sin(x−y2 ) cos(x+y

2 ),
cosx+ cos y = 2 cos(x+y

2 ) cos(x−y2 ),
cosx− cos y = −2 sin(x−y2 ) sin(x+y

2 ).
Ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ.
sinx sin y = 1

2 (cos(x− y)− cos(x+ y)),
cosx cos y = 1

2 (cos(x− y) + cos(x+ y)),
sinx cos y = 1

2 (sin(x− y) + sin(x+ y)).
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Ôîðìóëû äâîéíîãî è òðîéíîãî àðãóìåíòà.
Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî.
cos 2x = 2cos2x− 1 = 1− 2sin2x = cos2x− sin2x,
sin 2x = 2 sinx cosx, cos2 x+ sin2 x = 1,
sin 3x = 3 sinx− 4sin3x, cos 3x = 4cos3x− 3cosx.

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
sin(π2 − x) = cosx, cos(π2 − x) = sinx,
sin(π2 + x) = cosx, cos(π2 + x) = − sinx,
sin(π − x) = sinx, cos(π − x) = − cosx,
sin(π + x) = − sinx, cos(π + x) = − cosx,
sin( 3π

2 − x) = − cosx, cos( 3π
2 − x) = − sinx,

sin( 3π
2 + x) = − cosx, cos( 3π

2 + x) = sinx,
sin(2π − x) = − sinx, cos(2π − x) = cosx,
sin(2π + x) = sinx, cos(2π + x) = cosx.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
tg(π2 − x) = ctg x, ctg(π2 − x) = tg x,
tg(π2 + x) = − ctg x, ctg(π2 + x) = − tg x,
tg(π − x) = − tg x, ctg(π − x) = − ctg x,
tg(π + x) = tg x, ctg(π + x) = ctg x,
tg( 3π

2 − x) = ctg x, ctg( 3π
2 − x) = tg x,

tg( 3π
2 + x) = − ctg x, ctg( 3π

2 + x) = − tg x,
tg(2π − x) = − tg x, ctg(2π − x) = − ctg x,
tg(2π + x) = tg x, ctg(2π + x) = ctg x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 56, ∀x, y ∈ R cos(x+ y) = cos(x− (−y)) =
= cosx cos(−y) + sinx sin(−y) = cosx cos y − sinx sin y ââèäó ÷¼òíîñòè êî-
ñèíóñà è íå÷¼òíîñòè ñèíóñà. Ïî äîêàçàííîìó è ïî ëåììå 16 èìååì sin(x +
+ y) = cos(π2 − (x + y)) = cos((π2 − x) − y) = cos(π2 − x) cos y + sin(π2 −
− x) sin y = sinx cos y + cosx sin y. Äàëåå, sin(x − y) = sin(x + (−y)) =
= sinx cos(−y) + cosx sin(−y) = sin(x− y) = sinx cos y− cosx sin y. Ôîðìóëû
ñóììû äîêàçàíû. Ïî äîêàçàííîìó cos(x − y) + cos(x + y) = 2 cosx cos y,
sin(x− y) + sin(x+ y) = 2 sinx cos y, cos(x− y)− cos(x+ y) = 2 sinx sin y, ÷òî
äîêàçûâàåò ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ. Åñëè â ôîðìóëàõ ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâå-
ñòè çàìåíó α = x− y, β = x+ y, òî ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå êîñèíóñà ðàçíîñòè 1 = cos 0 = cos(x − x) = cos2 x +
+ sin2 x, cos 2x = cos(x+ x) = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x. Ïî
ôîðìóëå ñèíóñà ñóììû sin 2x = sin(x+x) = 2 sinx cosx, sin 3x = sin(2x+x) =
= sin 2x cosx+ cos 2x sinx = 2 sinx cos2 x+ sinx− 2 sin3 x = 3 sinx− 4 sin3 x.
Àíàëîãè÷íî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû êîñèíóñà ñóììû äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà
êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà.

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà äîêàçûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî
ïðè ïîìîùè ôîðìóë ñóììû, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ
ôîðìóëû cos(π2 − x) = sinx â ëåììå 16.
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Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ äëÿ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà äîêàçûâàþòñÿ åäèíîîá-
ðàçíî ïðè ïîìîùè ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà. Íàïðèìåð,
tg(π + x) = sin(π+x)

cos(π+x) = − sin x
− cos x = tg x. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ óñòàíàâëèâàþò π-ïåðèîäè÷íîñòü òàí-
ãåíñà è êîòàíãåíñà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî π åñòü ãëàâíûé ïåðèîä ýòèõ ôóíê-
öèé. Íàïðèìåð, åñëè T ′ � ïåðèîä òàíãåíñà è 0 ≤ T ′ < π, òî tg 0 = 0 = tg T ′.
Ñëåäîâàòåëüíî T ′ = 0.

Óïðàæíåíèå 233. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà1:

• sinx =
2 tg x

2

1+tg2 x
2
,

• cosx =
1−tg2 x

2

1+tg2 x
2
,

• tg x =
2 tg x

2

1−tg2 x
2
,

• tg 2x = 2 tg x
1−tg2x

• tg(x+ y) = tg x+tg y
1−tg x tg y ;

• tg(x− y) = tg x−tg y
1+tg x tg y ;

• ctg(x+ y) = 1−tg x tg y
tg x+tg y ;

• ctg(x− y) = 1+tg x tg y
tg x−tg y ;

• tg x+ tg y = sin(x+y)
cos x cos y ;

• tg x− tg y = sin(x−y)
cos x cos y ,

• a sinx+b cosx =
√
a2 + b2 sin(x+ϕ), ãäå cosϕ = a√

a2+b2
, sinϕ = b√

a2+b2
;

• 1 + tg2x = 1
cos2x ;

• 1 + ctg2x = 1
sin2x

, tg x · ctg x = 1;

• tg x
2 = sin x

1+cos x = 1−cos x
sin x ;

• | sin x
2 | =

√
1−cos x

2 ;

• | cos x2 | =
√

1+cos x
2 .

1Òîæäåñòâî åñòü ðàâåíñòâî, âåðíîå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåãî
ïåðåìåííûõ
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Ïðåäåëû ôóíêöèè.

12.1 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà. Ýêâèâàëåíòíîñòü
îïðåäåëåíèé ïî Ãåéíå è ïî Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 104. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0 è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ⊂
◦
Uε (x0), òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

xn = x0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

f(xn) = A. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ

f èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé A ( èëè ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ñòðåìèòñÿ
ê A ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 ) è îáîçíà÷àþò ýòî òàê: lim

x→x0

f(x) = A èëè

f(x)→ A ïðè x→ x0.

Â êíèãàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó (íàïðèìåð, â øêîëüíîì ó÷åáíèêå)
÷àñòî äàåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà:

Îïðåäåëåíèå 105. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0, òàêîå, ÷òî

f(
◦
U δ (x0)) ⊂ Uε(A) (ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈

◦
Uδ (x0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x) − A| < ε). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë,
ðàâíûé A ( èëè ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ñòðåìèòñÿ ê A ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0

) è îáîçíà÷àþò ýòî òàê: lim
x→x0

f(x) = A.

Îïðåäåëåíèå 104 íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïî Ãåéíå, îïðåäåëå-
íèå 105 � îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïî Êîøè. Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ
îïðåäåëåíèé:
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü ïðåäåë
(Ãåéíå)

lim
x→x0

f(x) = A â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 104 (ïî Ãåéíå). Äîêà-

æåì, ÷òî òàêîå æå ðàâåíñòâî âåðíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 105 (ïî Êîøè).
Áóäåì äîêàçûâàòü ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ δ > 0 âûïîëíåíî f(
◦
U δ (x0)) 6⊂ Uε(A). Âîçüìåì

δm = 1
m è âûáåðåì xn ∈

◦
Uδm (x0) òàê, ÷òî f(xn) /∈ Uε(A). Òîãäà ïðè âñåõ m

135
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îêðåñòíîñòü
◦
U1/m (x0) ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé xn, ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
xn = x0.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Uε(A), î÷åâèäíî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé f(xn)
(íè îäèí ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(xn) íå ïîïàäàåò â íåå), ñëåäîâàòåëü-

íî
(Ãåéíå)

lim
x→x0

f(xn) 6= A (ïî Ãåéíå) � ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ÷òî è äîêàçûâàåò

òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Äîêàæåì â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü lim

x→x0

f(x) = A â ñìûñëå îïðåäå-

ëåíèÿ 105 (ïî�Êîøè). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òà-
êóþ, ÷òî lim

n→∞
xn = x0 è ∀n ∈ N(xn 6= x0). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

δ = δ(ε) > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà
◦
Uδ (x0) áóäåò ëîâóøêîé xn, ñëåäî-

âàòåëüíî f(
◦
U δ (x0)) ⊂ Uε(A)�ëîâóøêà {f(xn)}∞n=1. Çíà÷èò, lim

n→∞
f(xn) = A

(ïî Ãåéíå).

12.2 Ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè è îäíîñòîðîí-
íèå ïðåäåëû.

Îïðåäåëåíèå 106. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí
ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè è îáîçíà÷àòü lim

n→∞
an = +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R

ìíîæåñòâî (c,+∞) ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè è îáîçíà÷àòü
lim
n→∞

an = −∞ åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî (−∞, c) ÿâëÿåòñÿ åå

ëîâóøêîé; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí áåñêî-
íå÷íîñòè è îáîçíà÷àòü lim

n→∞
an = ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî

(−∞,−c) ∪ (c,+∞) ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé.

Îïðåäåëåíèå 107. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí
a + 0 è îáîçíà÷àòü lim

n→∞
an = a + 0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî

[a, a + ε) ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí a−0 è îáîçíà÷àòü lim

n→∞
an = a−0 åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ìíîæåñòâî (a− ε, a] ÿâëÿåòñÿ åå ëîâóøêîé.

Çàìå÷àíèå. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî íè áåñêîíå÷íîñòü (±∞), íè a ± 0 íå
ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ñëåäîâàòåëüíî, ñ íèìè íåëüçÿ ïðî-
èçâîäèòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ýòî ïðîñòî îáùåïðèíÿòîå ôîðìàëüíîå
îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè.

Îïðåäåëåíèå 108. Áóäåì îáîçíà÷àòü R̂ = R∪ {a± 0|a ∈ R} ∪ {∞,±∞}�
ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå ïðå-
äåëà ïî-Ãåéíå. ×èñëà âèäà {a±0|a ∈ R}∪{∞,±∞} áóäåì íàçûâàòü ïñåâäî-
÷èñëàìè. Ïóñòü a,A ∈ R̂. Áóäåì îáîçíà÷àòü lim

x→a
f(x) = A, åñëè äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→∞

xn = a, ãäå xn 6= a ïðè âñåõ n ∈ N, âûïîëíåíî
lim
n→∞

f(xn) = A.
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Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî�Êîøè,
åñëè îïðåäåëèòü ε�îêðåñòíîñòè äëÿ ïñåâäî÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Uε(∞) =
◦
Uε (∞) = (−∞, 1

ε ) ∪ ( 1
ε ,+∞);

• Uε(+∞) =
◦
Uε (+∞) = (1

ε ,+∞);

• Uε(−∞) =
◦
Uε (−∞) = (−∞, 1

ε );

• Uε(a+ 0) = [a, a+ ε),
◦
Uε (a+ 0) = (a, a+ ε);

• Uε(a− 0) = (a− ε, a],
◦
Uε (a− 0) = (a− ε, a);

12.3 Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Óòâåðæäåíèå 35. Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = F è lim
x→x0

g(x) = G, òîãäà

lim
x→x0

(f(x) + g(x) = F +G.

Óòâåðæäåíèå 36. Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = F òîãäà

lim
x→x0

c · f(x) = c · F.

Óòâåðæäåíèå 37. Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = F è lim
x→x0

g(x) = G, òîãäà

lim
x→x0

(f(x) · g(x) = F ·G.

Óòâåðæäåíèå 38. Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = F è lim
x→x0

g(x) = G 6= 0, òîãäà

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
F

G
.

Âñå ýòè ñâîéñòâà âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Íàäî òîëüêî ñäåëàòü çàìå÷àíèå â ïîñëåäíåì ñâîéñòâå, ÷òî
åñëè lim

x→x0

g(x) = G 6= 0, òî âçÿâ ε = |G|/2, è ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0, ïîëó-

÷èì 0 /∈ f(Uδ(x0)), èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 ôóíêöèÿ f(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Óòâåðæäåíèå 39 (Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ äëÿ ôóíêöèé).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

x→x0

f(x) = A, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà,

÷òî f(x) ≤ C äëÿ âñåõ x ∈
◦
Uε (x0). Òîãäà A ≤ C.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûòåêàåò èç òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Óòâåðæäåíèå 40 (Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ äëÿ ôóíêöèé). Ïóñòü
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

x→x0

f1(x) = lim
x→x0

f2(x) = F è â íåêîòîðîé ïðîêîëî-

òîé îêðåñòíîñòè
◦
Uε (x0) òî÷êè x0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f1(x) ≤ g(x) ≤ f2(x),

òîãäà ïðåäåë lim
x→x0

g(x) ñóùåñòâóåò è òîæå ðàâåí F .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûòåêàåò èç òåîðåìû î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

12.3.1 Àñèìïòîòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå 109 (Àñèìïòîòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f(x)

è g(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
◦
Uδ (x0) è g(x) 6=

6= 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) åñòü î áîëüøîå îò g(x) ïðè x
ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 è îáîçíà÷àþò f(x) = O(g(x))(x → x0), åñëè ôóíêöèÿ
f(x)
g(x) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé

◦
Uε (x0). Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) åñòü î ìàëîå îò

g(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 è îáîçíà÷àþò f(x) = o(g(x))(x → x0), åñëè
lim
x→x0

f(x)
g(x) = 0. Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) è g(x) ýêâèâàëåíòíû ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ

ê x0 è îáîçíà÷àþò f(x) ∼ g(x)(x→ x0), åñëè lim
x→x0

f(x)
g(x) = 1.

12.3.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà.

1. Åñëè f(x) = o(g(x))(x→ x0), òî f(x) = O(g(x))(x→ x0).

2. Åñëè f(x) ∼ g(x)(x→ x0), òî f(x) = O(g(x))(x→ x0).

3. Åñëè f(x) = o(g(x))(x→ x0), òî g(x)± f(x) ∼ g(x)(x→ x0).

4. Åñëè f(x) = O(g(x))(x→ x0), òî f(x)± g(x) = O(g(x))(x→ x0).

5. Åñëè f(x) = O(g(x))(x→ x0) è f1(x) = O(g1(x))(x→ x0), òî f(x)·f1(x) =
= O(g(x) · g1(x))(x→ x0).

6. Åñëè f(x) = o(g(x))(x→ x0) è f1(x) = o(g1(x))(x→ x0), òî f(x)·f1(x) =
= o(g(x) · g1(x))(x→ x0).

7. Åñëè f(x) = o(g(x))(x→ x0) è f1(x) = O(g1(x))(x→ x0), òî f(x)·f1(x) =

= o(g(x) · g1(x))(x→ x0).

8. Åñëè f(x) ∼ g(x)(x → x0) è f1(x) ∼ g1(x)(x → x0), òî f(x) · f1(x) ∼
∼ g(x) · g1(x)(x→ x0).

9. Åñëè f(x) ∼ g(x)(x→ x0) è f1(x) ∼ g1(x)(x→ x0), f1(x), g1(x) 6= 0, òî
f(x)
f1(x) ∼

g(x)
g1(x) (x→ x0).
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12.4 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà.

Íåïðåðûâíîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé
ìîæíî íàðèñîâàòü îäíèì äâèæåíèåì ðóêè

Ïðèïèñûâàåòñÿ È. Íüþòîíó

Îïðåäåëåíèå 110. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈
∈ Df åñëè åå ïðåäåë lim

x→x0

f(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(x0).

Îïðåäåëåíèå 111. Ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé
òî÷êå íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â ýòîé òî÷êå. Åñëè ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû lim

x→a+0
f(x) è lim

x→a+0
f(x), òî ãîâîðÿò, ÷òî f(x) èìååò ðàçðûâ I ðîäà

â òî÷êå a, èíà÷å � ðàçðûâ II ðîäà.

Ïðèìåð 37. Ôóíêöèÿ f(x) = x2 íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ R. Ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ.

Ïðèìåð 38. Ôóíêöèÿ signx =


1, x > 0;

0, x = 0;

−1, x < 0

ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå

x = 0 (ðàçðûâ I ðîäà) è íåïðåðûâíîé â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Ïðèìåð 39. Ôóíêöèÿ f(x) =

{
sin 1

x , x 6= 0;

0, x = 0;
ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå

x = 0 (ðàçðûâ II ðîäà) è íåïðåðûâíîé â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Îïðåäåëåíèå 112. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷-
êå x0 ∈ Df åñëè åå ïðåäåë lim

x→x0−0
f(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(x0). Ôóíêöèÿ

f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå x0 ∈ Df åñëè åå ïðåäåë
lim

x→x0+0
f(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(x0).

Îïðåäåëåíèå 113. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòêðû-
òîì ìíîæåñòâå M , åñëè îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ åãî òî÷êàõ. Ìíîæåñòâî
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå M îáîçíà÷àþò C(M).

Îïðåäåëåíèå 114. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå
[a, b], åñëè îíà íåïðåðûâíà òî÷êàõ èíòåðâàëà (a, b), íåïðåðûâíà ñïðàâà â
òî÷êå a è íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå b. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [a, b] îáîçíà÷àþò C([a, b]).

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè èìååò âïîëíå ïîíÿòíûé ãðàôè÷åñêèé
ñìûñë� ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè åñòü íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ, ò.å. åãî
ìîæíî íàðèñîâàòü íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè. Áîëüøèíñòâî (íî íå
âñå!) ôóíêöèé, ñ êîòîðûìè ìû áóäåì èìåòü äåëî � íåïðåðûâíûå.
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Òåîðåìà 47. Ïóñòü ôóíêöèè f , g íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå M , òîãäà:

1. Èõ ñóììà è ðàçíîñòü f(x) + g(x), f(x) − g(x) òîæå íåïðåðûâíû íà
ìíîæåñòâå M

2. Èõ ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x) íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå M

3. Åñëè g(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈M , òî f
g ∈ C(M).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.

Ñëåäñòâèå 14. Ìíîãî÷ëåí Pn(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà R ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 48 (Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè f ∈ C(M) è g ∈
∈ C(M1), ãäå M1 = f(M)� îáðàç ìíîæåñòâà M , òî g ◦ f(x) = g(f(x)) ∈
∈ C(M).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ xn ⊂ Dg◦f òàê, ÷òî lim

n→∞
xn = x0 ∈M . Èç íåïðå-

ðûâíîñòè f(x) ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

yn = lim
n→∞

f(xn) = y0 = f(x0). À èç íåïðå-

ðûâíîñòè g(x) âûòåêàåò lim
n→∞

g(yn) = g(y0) = z0.

Ëåììà 14. Ïóñòü f ∈ C({x0}), òîãäà íàéäóòñÿ M è δ > 0, òàêèå ÷òî
|f(x)| 6 M ïðè âñåõ x ∈ Uδ(x0). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ
â òî÷êå x0, îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüìåì ε = 1, òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî f(
◦
Uδ (x0)) ⊂ U1(f(x0)).

Âûáðàâ M = |f(x0)|+ 1 ïîëó÷èì ∀x ∈ Uδ(x0)(|f(x)| 6M).

Òåîðåìà 49. [Îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå] Ïóñòü
f ∈ C([a, b]). Òîãäà ñóùåñòâóåò M è m, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b]
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà m 6 f(x) 6M . Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ, íåïðå-
ðûâíàÿ íà îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. (îãðàíè÷åííîñòü
ñíèçó äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. òî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî M íàéäåòñÿ x ∈ [a, b] òàêîå, ÷òî f(x) > M . Âûáåðåì xn, òàê, ÷òî
∀m ∈ N(f(xm) > m). Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà (23) ñóùåñòâóåò
ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmn}∞n=1. Îáîçíà÷èì lim

n→∞
xmn = x0.

Ïî ëåììå 14 íàéäóòñÿ M è δ > 0, òàêèå ÷òî ∀x ∈ Uδ(x0)(|f(x)| ≤ M), íî
Uδ(x0)�ëîâóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmn}∞n=1, à çíà÷èò íàéäåòñÿ xmn ∈
∈ Uδ(x0), òàêîå, ÷òî f(xmn) > M . Ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåîðåìà 50 (Îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü
f ∈ C([a, b]). Òîãäà ñóùåñòâóåò xmax ∈ [a, b] è xmin ∈ [a, b], òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà f(xmin) 6 f(x) 6 f(xmax).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, äîñòèãàåò íà íåì
ñâîåãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç îãðàíè÷åííîñòè f íà îòðåçêå [a, b], î÷åâèäíî, âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà f([a, b]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò M = sup f([a, b]). Âûáåðåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ [a, b] òàê, ÷òîáû f(xn) ∈ U1/n(M). Òàêèå xn ñóùå-
ñòâóþò, ïîñêîëüêó f([a, b]) ∩ U1/n(M) 6= ∅ ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî lim

n→∞
f(xn) = M . Âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè xn ∈ [a, b], ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà èç xn
ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, lim

k→∞
xnk = x0. Ðàñ-

ñìîòðèì f(x0) = lim
k→∞

f(xnk) = lim
n→∞

f(xn) = M .

Òåîðåìà 51 (Áîëüöàíî�Êîøè). Ïóñòü f(x) ∈ C([a, b]), ïðè÷åì f(a) < 0 è
f(b) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ [a, b] (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííîå), òàêîå,
÷òî f(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñòðîèì ñòÿãèâàþùóþñÿ ñèñòåìó îòðåçêîâ {[an, bn]}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

• Âûáèðàåì íà ïåðâîì øàãå a1 = a è b1 = b.

• Íà n�ì øàãå ðàññìîòðèì cn = an+bn
2 . Åñòü òðè âàðèàíòà. à)Åñëè

f(cn) = 0 òî òåîðåìà äîêàçàíà. á) Åñëè f(cn) > 0, òî âûáåðåì an+1 =
= an, bn+1 = cn; â) Åñëè f(cn) < 0, òî an+1 = cn, bn+1 = bn. Òàêèì
îáðàçîì, íà êàæäîì øàãå f(an) < 0 è f(bn) > 0.

Î÷åâèäíî, ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ âëîæåí-
íîé è ñòÿãèâàþùåéñÿ.

Ïóñòü x0 =
⋂
n

[an, bn], äîêàæåì, ÷òî f(x0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x0) =

= d > 0. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî f(x0) = lim
x→x0

f(x) > 0.

Î÷åâèäíî, lim
n→∞

an = x0, ñëåäîâàòåëüíî

lim
n→∞

f(an) = lim
x→x0

f(x) = d > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 19 (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ) òàê,
êàê ∀n ∈ N(f(an) < 0). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåâîçìîæåí ñëó÷àé
f(x0) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x0) = 0.

Ñëåäñòâèå 15 (Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.). Ïóñòü f(x) íåïðå-
ðûâíà íà [a, b] è f(a) < f(b). Òîãäà äëÿ ëþáîãî C ∈ [f(a); f(b)] íàéäåòñÿ
ξ ∈ [a, b] (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííîå), òàêîå, ÷òî f(ξ) = C.
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Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ, f([a, b]) =
= {y = f(x) |x ∈ [a, b]}�ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé íà îòðåçêå. Òîãäà

f([a, b]) = [ min
x∈[a,b]

f(x), max
x∈[a,b]

f(x)].

Ò.å. ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè îáðàçóåò îò-
ðåçîê.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, f([a, b]) ⊂ [ min

x∈[a,b]
f(x), max

x∈[a,b]
f(x)] (ñóùåñòâîâàíèå min

x∈[a,b]
f(x) è

max
x∈[a,b]

f(x) ãàðàíòèðóåò òåîðåìà 50). Ïóñòü min
x∈[a,b]

f(x) = m, min
x∈[a,b]

f(x) = M ,

âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå y0 ∈ [m,M ]. Ôóíêöèÿ g(x) = f(x) − y0 òàêîâà, ÷òî
g(xmin) ≤ 0 è g(xmax) ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 51 íàéäåòñÿ x0 ∈ [a, b]
òàêîé, ÷òî g(x0) = 0, à çíà÷èò f(x0) = y0, ò.å. y0 ∈ f([a, b]).

12.5 Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ôóíê-
öèé.

Ïðèìåð 40. Ôóíêöèÿ f(x) = c (êîíñòàíòà) íåïðåðûâíà íà R. Äåéñòâè-
òåëüíî, lim

x→x0

f(x) = c = f(x0).

Ïðèìåð 41. Ôóíêöèÿ f(x) = x íåïðåðûâíà íà R. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
lim
n→∞

xn = x0, òîãäà lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn = x0 = f(x0).

Ïðèìåð 42. Ìíîãî÷ëåí Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 �íåïðå-
ðûâåí íà R. Ýòî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ïðèìåðîâ è òåîðåìû 47.

Ïðèìåð 43. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = Pn(x)
Qm(x) = anx

n+an−1x
n−1+...+a1x+a0

bmxm+...+b1x+b0
�

íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ Q(x) 6= 0. Ýòî âûòåêàåò èç ïðåäû-
äóùåãî ïðèìåðà è òåîðåìû 47.

Ïðèìåð 44. Ôóíêöèè1 f(x) = sinx è f(x) = cosx�íåïðåðûâíû íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì äëÿ f(x) = sinx (äëÿ cosx äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lim

n→∞
xn = x0. Äëÿ íåå

| sinxn − sinx0| =
∣∣∣∣2 sin

1

2
(xn − x0) · cos

1

2
(xn + x0)

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin 1

2
(xn − x0)

∣∣∣∣ .
Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ε > 0, âûáåðåì N , òàê, ÷òî ïðè

∀n > N

(
|xn − x0| < arcsin

(
1

2
ε

))
,

1×èòàòåëè, íåçíàêîìûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ìîãóò ïðîïóñòèòü ýòîò
ïðèìåð.
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òîãäà sin |xn−x0| < 1
2ε (èç ìîíîòîííîñòè ñèíóñà), à, ñëåäîâàòåëüíî, | sinxn−

− sinx0| < ε.

Ïðèìåð 45. Ôóíêöèÿ f(x) = tg x íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ(
−π2 + πn, π2 + πn

)
, ãäå n ∈ Z. Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé

f(x) = sinx, f(x) = cosx è òåîðåìû 47.

Ïðèìåð 46. Ôóíêöèÿ f(x) = ctg x íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ
(πn, π + πn), ãäå n ∈ Z. Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f(x) =
= sinx, f(x) = cosx è òåîðåìû 47.

Ïðèìåð 47. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x /∈ Q

�ôóíêöèÿ, ïðèíè-

ìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè àðãóìåíò ðàöèîíàëåí, è 0, åñëè àðãóìåíò èððàöè-
îíàëåí. Òàê êàê â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
ñîäåðæàòñÿ êàê ðàöèîíàëüíûå, òàê è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà (à çíà÷èò,
êàê íóëè, òàê è åäèíèöû ôóíêöèè Äèðèõëå), íè â îäíîé òî÷êå ïðåäåë D(x)
íå ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò, îíà ðàçðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ïðèìåð 48. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà R(x) =

{
1
n , x = m

n , (m,n) = 1

0, x /∈ Q
�ôóíê-

öèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1/n, åñëè àðãóìåíò ïðåäñòàâèì íåñîêðàòè-
ìîé äðîáüþ ñî çíàìåíàòåëåì n, è 0, åñëè àðãóìåíò èððàöèîíàëåí.

Ñëåäñòâèå 17 (Ìåòîä èíòåðâàëîâ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

F1(x) · F2(x) · . . . · Fn(x)

G1(x) ·G2(x) · . . . ·Gm(x)
≥ 0

, ãäå F1, F2, . . . Fn, G1, G2(x), . . . , Gm íåïðåðûâíû íà íåêîòîðì ìíîæåñòâå
M . Òî÷êè x1, x2, . . . , xs, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé ðàâíà 0
ðàçáèâàþòM íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû, â êàæäîì èç êîòîðûõ çíàê
êàæäîé ôóíêöèè ñîõðàíÿåòñÿ� ýòî ãàðàíòèðóåò òåîðåìà 51. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îïðåäåëèâ êàêèì�ëèáî îáðàçîì çíàê âûðàæåíèÿ F1(x)·F2(x)·...·Fn(x)

G1(x)·G2(x)·...·Gm(x)

â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà, ìû çíàåì çíàê âî âñåõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò, âûïèñàâ èíòåðâàëû ñ íóæíûì íàì çíàêîì.

Õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëåé íà òîò ôàêò, ÷òî ôóíê-
öèè ìîãóò áûòü ëþáûìè, ãëàâíîå, ÷òîáû îíè áûëè íåïðåðûâíû íà èíòåðå-
ñóþùåì íàñ ìíîæåñòâå. Â øêîëüíîé ïðîãðàììå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ
÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ìíîæèòåëè èìåþò âèä (x− a)k.

12.6 Îáðàòíûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 52 (Î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü f(x) ∈ C([a, b])
è ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé). Òîãäà îáðàò-
íàÿ ôóíêöèÿ f−1(y) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [f(a), f(b)] (ñî-
îòâåòñòâåííî [f(b), f(a)])
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì ôóíêöèþ f ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþùåé.

Èç ñëåäñòâèÿ 15 âûòåêàåò, ÷òî f(x)� ñþðúåêöèÿ, à èç ìîíîòîííîñòè
f(x)�÷òî èíúåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî f(x) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ïîýòîìó ñó-
ùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ.

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ýòîé îáðàòíîé ôóíêöèè. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íîå x0 ∈ (a, b) è ε > 0. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè Uε(x0).
Èç ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) ñëåäóåò, ÷òî f(Uε(x0)) =
= (f(x0 − ε); f(x0 + ε)). Îáîçíà÷èì y0 = f(x0) è âûáåðåì

δ = min (y0 − f(x0 − ε), f(x0 + ε)− y0) .

Î÷åâèäíî, f−1(y0 + δ) ≤ x0 + ε è f−1(y0 − δ) ≥ x0 − ε, ñëåäîâàòåëüíî,

f−1
( ◦
Uδ (y0)

)
⊂ Uε(x0). Òàêèì îáðàçîì, lim

y→y0

f−1(y) = x0.

Åñëè æå x0 = a èëè b, òî ñëåäóåò áðàòü îäíîñòîðîííèå îêðåñòíîñòè �
U+
δ (a) = [a, a+ δ) è U−δ (b) = (b− δ, b], â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ

ïðåæíèì.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëèðîâêà äîêàçàííîé òåîðåìû ìîæåò áûòü ñëåãêà èçìåíå-
íà äëÿ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòêðûòîì èíòåðâàëå, ëó÷å, âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. Òîëüêî âìåñòî îòðåçêà [f(a), f(b)] ñëåäóåò áðàòü èíòåðâàë (èëè ëó÷)(

lim
x→a

f(x); lim
x→b

f(x)

)
.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé. Îíà ïîçâîëÿåò îáîñíîâû-
âàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ êîðíåé, ëîãàðèôìîâ, îáðàòíûõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

12.6.1 Êîðíè. Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ïóñòü n = 2k, k ∈ N, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = xn. Îíà ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò íà [0; +∞), ïðè÷åì lim

x→+infty
f(x) = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-

ðåìå 52 ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = f−1(y), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è
íåïðåðûâíà íà [0; +∞). Ýòó ôóíêöèþ îáîçíà÷àþò y = n

√
x. Î÷åâèäíî, îíà

ñîâïàäàåò ñ àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì ñòåïåíè n.
Ïóñòü n = 2k+1, k ∈ N, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = xn. Îíà ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò íà (−∞; +∞), ïðè÷åì lim
x→−infty

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 52 ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = f−1(y),
êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà R. Ýòó ôóíêöèþ îáîçíà÷àþò y = n

√
x.

Î÷åâèäíî, îíà ñîâïàäàåò ñ àëãåáðàè÷åñêèì êîðíåì ñòåïåíè n.
Ïóñòü a > 0, îïðåäåëèì ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëà êàê ap/q = q

√
ap.

Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ x ìîæíî çàäàòü ax = lim
n→∞

apn/qn , ãäå pn
qn
→ x ïðè

n → ∞. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò
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âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn
qn
→ x è ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ôóíêöèÿ áóäåò

íåïðåðûâíà. Åå íàçûâàþò ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé ñ îñíîâàíèåì a.
Ïóñòü a > 1, òîãäà f(x) = ax ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé íà

R, ïðè÷åì lim
x→−∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

f(x) = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà (0; +∞). Åå îáîçíà÷àþò x = loga y è íà-
çûâàþò ëîãàðèôìîì ïî îñíîâàíèþ a. Â ñëó÷àå 0 < a < 1 ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

12.6.2 Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ñèíóñ, òàíãåíñ è ò.ä. íå ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè, ïîýòîìó,
âîîáùå ãîâîðÿ, îáðàòíûõ ê íèì íå ñóùåñòâóåò. ×òî æå òîãäà ïîíèìàþò ïîä
îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè?

Îïðåäåëåíèå 115. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

sin∗(x) =

{
sinx, x ∈ [−π2 ; π2 ]

íå îïðåäåëåíà, x 6∈ [−π2 ; π2 ].

Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé sin∗ : [−π2 ; π2 ] ↔ [−1; 1]. Òàêèì îá-
ðàçîì ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê íåé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àðêñèíóñ
è îáîçíà÷àåòñÿ arcsin y.

Îïðåäåëåíèå 116. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

cos∗(x) =

{
cosx, x ∈ [0;π]

íå îïðåäåëåíà, x 6∈ [0;π].

Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé cos∗ : [0;π]↔ [−1; 1]. Òàêèì îáðàçîì
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê íåé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àðêêîñèíóñ è
îáîçíà÷àåòñÿ arccos y.

Îïðåäåëåíèå 117. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

tg∗(x) =

{
tg x, x ∈ (−π2 ; π2 )

íå îïðåäåëåíà, x 6∈ (−π2 ; π2 ).

Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé tg∗ : (−π2 ; π2 ) ↔ R. Òàêèì îáðàçîì
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê íåé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àðêòàíãåíñ è
îáîçíà÷àåòñÿ arctg y.

Îïðåäåëåíèå 118. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ctg∗(x) =

{
ctg x, x ∈ (0;π)

íå îïðåäåëåíà, x 6∈ (0;π).

Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé cos∗ : (0;π) ↔ R. Òàêèì îáðàçîì
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê íåé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àðêêîòàíãåíñ è
îáîçíà÷àåòñÿ arcctg y.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè äîïóñòèòü ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü îáðàòíûå ôóíêöèè, íàïèðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Asin(x) =

{
{(−1)n · arcsinx+ πn}n∈Z, x ∈ [−1, 1]

íå îïðåäåëåíà, x 6∈ [−1, 1].

Ýòî îòîáðàæåíèå ñòàâèò êàæäîìó x ∈ [−1; 1] áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë
(à íå îäíî ÷èñëî).

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 234. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðåäåëîâ ïî-
Ãåéíå è ïî-Êîøè è äîêàçàòü èõ ýêâèâàëåíòíîñòü:
a) lim

x→a+0
f(x) =∞; b) lim

x→+∞
f(x) = A− 0;

Óïðàæíåíèå 235. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè
ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó: ôóíêöèÿ f : M → R íåïðåðûâíà â òî÷êå a, åñëè
äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 òî÷åêM , ñõîäÿùåéñÿ ê a, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {f(xn)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê f(a).

Óïðàæíåíèå 236. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]. Äîêàæèòå,
÷òî f(x) îãðàíè÷åíà ñíèçó.

Óïðàæíåíèå 237. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè (ñëåä-
ñòâèå 15).

Óïðàæíåíèå 238. Äîêàçàòü ÷òî f(x) = cosx íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè.

Óïðàæíåíèå 239. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ðèìàíà R(x) íåïðåðûâíà â èð-
ðàöèîíàëüíûõ è ðàçðûâíà â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ.

Óïðàæíåíèå 240. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f(x), ðàçðûâíîé âî âñåõ
òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òàêîé, ÷òî |f(x)| ∈ C(R).

Óïðàæíåíèå 241. à) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, ðàçðûâíîé âî âñåõ òî÷-
êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé êðîìå îäíîé, ò.å. íåïðåðûâíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå;
b) ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ; c)* ðîâíî
â n òî÷êàõ, n ∈ N.

Óïðàæíåíèå 242. Ïóñòü f(x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, ïðî êîòîðûé èç-
âåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà è
óðàâíåíèå f(f(x)) = x íå èìååò êîðíåé.

Óïðàæíåíèå 243. Äàíà âûïóêëàÿ ôèãóðà è òî÷êà A âíóòðè íåå. Äîêà-
æèòå, ÷òî íàéäåòñÿ õîðäà (ò.å. îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè
âûïóêëîé ôèãóðû), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A è äåëÿùàÿñÿ òî÷êîé A ïî-
ïîëàì.
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Óïðàæíåíèå 244. Ïóñòü f ∈ C([0, 1]) òàêàÿ, ÷òî f(0) = f(1) = 0. Äîêà-
æèòå, ÷òî íà îòðåçêå [0; 1] íàéäóòñÿ 2 òî÷êè íà ðàññòîÿíèè 1

10 , â êîòîðûõ
ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 245. Î ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé, èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì a > 1 ôóíêöèÿ f(x) + f(ax) íåïðåðûâíà íà
âñåé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 246. Èçâåñòíî, ÷òî Df = R, è äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî: f(x+ 1) · f(x) + f(x+ 1) + 1 = 0. Äîêàæèòå, ÷òî f /∈ C(R).

Óïðàæíåíèå 247. Äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòîâàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè
a) äëÿ íåïðåðûâíîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé íà îòðåçêå ôóíêöèè. b) äëÿ
ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé è ìîíîòîííî óáûâàþùåé íà [0,+∞), òàêîé, ÷òî lim

x→+0
f(x) =

= A, lim
x→+∞

f(x) = B.

Óïðàæíåíèå 248. a) Â êàêèõ òî÷êàõ íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ Äèðèõëå, ðàâ-
íàÿ 1 â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è 0 â ðàöèîíàëüíûõ? b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ
ôóíêöèè Ðèìàíà, êîòîðàÿ ðàâíà 0 â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàâíà 1/q â
ðàöèîíàëüíîé òî÷êå p/q (åñëè äðîáü p/q íåñîêðàòèìà).

Óïðàæíåíèå 249. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííîé íà âñåé ïðÿ-
ìîé è a) ðàçðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è íåïðåðûâíîé â îñòàëüíûõ; b) íåïðå-
ðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé â îñòàëüíûõ.

Óïðàæíåíèå 250. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ïîñòðîèòü âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ, ðàçðûâíóþ
âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà è íåïðåðûâíóþ âî âñåõ îñòàëüíûõ.

Óïðàæíåíèå 251. Ìîæåò ëè îïðåäåë¼ííàÿ íà âñåõ ïðÿìîé âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ áûòü ðàçðûâíîé âî âñåõ òî÷êàõ?

Óïðàæíåíèå 252. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ áûòü íåïðåðûâíîé âî âñåõ ðàöèî-
íàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ?

Óïðàæíåíèå 253. Äâå ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå M è
íåïðåðûâíû â òî÷êå a ∈M . Äîêàçàòü, ÷òî èõ ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå
è ÷àñòíîå (åñëè çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå a) òàêæå íåïðåðûâíû
â ýòîé òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 254. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊂ R, ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå Y ⊂ R è íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ X. Ôóíêöèÿ g
îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå Y è íåïðåðûâíà â òî÷êå b = f(a). Äîêàçàòü, ÷òî
êîìïîçèöèÿ g ◦ f , òî åñòü ôóíêöèÿ x 7→ g ◦ f(x) = g(f(x)), íåïðåðûâíà â
òî÷êå a.

Óïðàæíåíèå 255. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå. Äîêà-
çàòü, ÷òî f îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå. Ïî÷åìó àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå
íåëüçÿ ïðîâåñòè äëÿ èíòåðâàëà?
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Óïðàæíåíèå 256. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b].
Äîêàçàòü, ÷òî îíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà: íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà m ∈ [a, b],
÷òî f(x) ≤ f(m) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b].

Óïðàæíåíèå 257. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 256 ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåä-
ñòâèå çàäà÷è 255, ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ 1/(f − sup f). Ïðîâåñòè ýòî ðàññóæ-
äåíèå ïîäðîáíî.

Óïðàæíåíèå 258. Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ f îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè a, åñëè íàéä¼òñÿ èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé a, íà êîòîðîì f îãðàíè÷åíà.
a)Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííîé íà âñåé ïðÿìîé è íå îãðàíè-
÷åííîé íè íà êàêîì èíòåðâàëå. b) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ îïðåäåë¼ííàÿ íà
îòðåçêå ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ (îãðàíè÷åííàÿ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè
îòðåçêà) ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà âñ¼ì îòðåçêå.

Óïðàæíåíèå 259. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå è ïðèíèìàåò â åãî
êîíöàõ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Äîêàçàòü, ÷òî îíà èìååò êîðåíü íà ýòîì
îòðåçêå.

Óïðàæíåíèå 260. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîðåíü ëþáîé öåëîé ïîëî-
æèòåëüíîé ñòåïåíè èç ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 261. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Óïðàæíåíèå 262. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ax2 + bx + c, äëÿ
êîòîðîãî a+ b+ c > 0 è a− b+ c < 0, èìååò (äåéñòâèòåëüíûé) êîðåíü.

Óïðàæíåíèå 263. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà
â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Óïðàæíåíèå 264. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñî-
îòâåòñòâèåì ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå íåïðåðûâ-
íà.

Óïðàæíåíèå 265. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìîíîòîííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè íåïðåðûâíî (â îáå ñòîðîíû).

Óïðàæíåíèå 266. a) Äàòü îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ôóíêöèé, îïðå-
äåë¼ííûõ íà ïëîñêîñòè. b) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè íåïðåðûâåí. c) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà íàéä¼òñÿ
òî÷êà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ãäå åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ìèíèìàëüíà.
d) Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîé òî÷êå ìíîãî÷ëåí íåèçáåæíî ðàâåí íóëþ (îñíîâíàÿ
òåîðåìà àëãåáðû).

Óïðàæíåíèå 267. Êàê íàäî äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ sinx/x â òî÷êå x = 0,
÷òîáû îíà ñòàëà íåïðåðûâíîé âñþäó?
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Óïðàæíåíèå 268. a) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f :
: [0, 1] 7→ [0, 1] îòðåçêà â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. òî÷êó x0, òàêóþ,
÷òî f(x0) = x0; b) Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé f : R 7→ R ýòî íåâåðíî;
ñ) Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé f : (0, 1) 7→ (0, 1) ýòî òîæå íåâåðíî; d)
Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ïðè÷åì Df = [0, 1], Ef = [0, 1], f(0) = 0,
f(1) = 1 è f(f(x)) ≡ x. Äîêàçàòü, ÷òî f(x) ≡ x.

Óïðàæíåíèå 269. Ïóñòü f : [0, 1] 7→ R�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
f(0) = f(1). Äîêàæèòå, ÷òî à) Ïðè ëþáîì n ∈ N íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé
îòðåçîê äëèíû 1

n ñ êîíöàìè íà ãðàôèêå f ; á) Äëÿ îòðåçêà ïðîèçâîëüíîé
äëèíû l 6= 1

n ýòî âåðíî íå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèå 270. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå M , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî îáðà-
çû ëþáûõ äâóõ òî÷åê M , îòñòîÿùèõ ìåíåå ÷åì íà δ, îòñòîÿò ìåíåå ÷åì
íà ε. a) Çàïèñàòü ýòî îïðåäåëåíèå ñèìâîëè÷åñêè. b) Î÷åâèäíî, ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå M ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæå-
ñòâàM . Ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. c) Áóäåò ëè ôóíêöèÿ
x 7→ x2 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé? d) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ôóíêöèè x 7→

√
x,

îïðåäåë¼ííîé íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. e) Òîò æå âîïðîñ äëÿ
ôóíêöèè x 7→ sin(x2). f)* Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå
ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Óïðàæíåíèå 271. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îïðå-
äåëåíû íà âñåé ïðÿìîé è ñîâïàäàþò âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, òî îíè
ñîâïàäàþò âñþäó.

Óïðàæíåíèå 272. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé,
ïðè ýòîì f(x+y) = f(x)+f(y). Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ åñòü óìíîæåíèå
íà êîíñòàíòó.

Óïðàæíåíèå 273. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ x 7→ ax (ïðè ëþáîì a > 0)
îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè: a0 = 1, a1 = a, ax+y = ax · ay. Êðîìå òîãî,
ïðè a > 1 îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïðè a = 1 ïîñòîÿííà, à ïðè a <
< 1 óáûâàåò. Ñ÷èòàÿ ýòè ñâîéñòâà èçâåñòíûìè, äîêàçàòü, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà a) â òî÷êå 0; b) âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîé. c) Äîêàçàòü,
÷òî óêàçàííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò ïîêàçàòåëüíóþ
ôóíêöèþ îäíîçíà÷íî. d) Ïîëüçóÿñü ëèøü ýòèìè ñâîéñòâàìè, äîêàçàòü, ÷òî
6x = 2x3x ïðè âñåõ x.

Óïðàæíåíèå 274. a) Äàòü îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé íà îêðóæíîñòè ôóíê-
öèè. b) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îêðóæíîñòè ôóíêöèè íàé-
äóòñÿ äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè, â êîòîðûõ îíà ïðèíèìàåò
ðàâíûå çíà÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 275. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçäåëèòü
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé íà äâå ðàâíîâåëèêèå (ðàâíûå ïî ïëîùàäè) ÷àñòè.
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Óïðàæíåíèå 276. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî äâà ìíîãîóãîëüíèêà (âîç-
ìîæíî, ïåðåñåêàþùèõñÿ). Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ äåëèò
êàæäûé èç íèõ íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

Óïðàæíåíèå 277. Äàòü îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ôóíêöèè, îïðå-
äåë¼ííîé íà ïîäìíîæåñòâå ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
íà êâàäðàòå ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Óïðàæíåíèå 278. Ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâ-
íåíèå f(f(x)) = x èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå
f(x) = x èìååò ðåøåíèå.

Óïðàæíåíèå 279. Îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âûïóê-
ëîé âíèç, åñëè õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ ëþáûå äâå òî÷êè ãðàôèêà, ëåæèò âûøå
ãðàôèêà. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Óïðàæíåíèå 280. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó f((x + y)/2) ≤ (f(x) + f(y))/2, òî îíà âûïóêëà
âíèç.



Ãëàâà 13

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè

13.1 Îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé

Îïðåäåëåíèå 119. Ïóñòü x ∈ R. Öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî n ≤ x < n + 1
íàçûâàåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ x è îáîçíà÷àåòñÿ [x].

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü öåëîé ÷àñòè óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 53. ∀x ∈ R∃!n ∈ Z : n ≤ x < n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ñóùåñòâîâàíèå. Äëÿ x ∈ [0, 1) ïîëàãàåì n = 0. Äëÿ x ≥ 1 ìíîæåñòâî
M = {n ∈ N : n ≤ x} íå ïóñòî, òàê êàê 1 ∈ M, è îãðàíè÷åíî ñâåðõó
÷èñëîì x. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò m = supM. Åñëè
m ∈M, òîm ≤ x < m+1. Ñëó÷àém /∈M íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê m åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíüM, òî ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäåòñÿ
n ∈ M , òàêîå, ÷òî m − ε < n ≤ m. Òîãäà, åñëè m /∈ M, òî äëÿ ε = 1
ñóùåñòâóåò n1 ∈ M äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî m − 1 < n1 < m è äëÿ
ε = m − n1 ñóùåñòâóåò n2 ∈ M , äëÿ êîòîðîãî m − (m − n1) = n1 <
< n2 < m. Òàêèì îáðàçîì, m− 1 < n1 < n2 < m è íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n0 = n2 − n1 òàêîâî, ÷òî 0 < n0 < 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè x < 0, òî
−x > 0 è ïî äîêàçàííîìó íàéä¼òñÿm′ ∈ Z òàêîå, ÷òîm′ ≤ −x < m′+1.
Òîãäà, −(m′ + 1) < x ≤ −m′. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî n = x = −m′, ëèáî
n = −m′ − 1 < x < −m′.

• Åäèíñòâåííîñòü. Äâîéíîå íåðàâåíñòâî n ≤ x < n + 1 ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî x = n + α, ãäå α ∈ [0, 1). Åñëè, êðîìå òîãî, x = m + β, ãäå
β ∈ [0, 1), òî 0 ≤ |m − n| = |α − β| < 1. Çíà÷èò, åñëè m è n öåëûå, òî
m = n.
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Ðèñ. 13.1: Îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 54. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (α, n), ãäå
α ∈ [0; 2π) n ∈ Z òàêàÿ, ÷òî x = α+ 2πn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = [ x2π ] � öåëàÿ ÷àñòü x
2π . Òîãäà n ≤

x
2π < n+1,

÷òî ðàâíîñèëüíî 0 ≤ x− 2πn < 2π. Ïîëàãàÿ α = x− 2πn, èìååì óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëåäóþò èç ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè öåëîé ÷àñòè ïî òåîðåìå 53. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 120. Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé Äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò íà ïëîñêîñòèOxy ¾åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü¿ x2+y2 = 1 (ñì. Ðèñ. 13.1).
Îò îñè àáñöèññ Ox ¾â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè¿, òî åñòü ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè, îòëîæèì óãîë xOz ìåðû α ðàäèàí. Ñòîðîíà Oz ýòîãî óã-
ëà ïåðåñå÷¼ò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå M(x0, y0). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåì cosα = x0, sinα = y0. Åñëè òåïåðü x � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî, òî ïî òåîðåìå 54 äëÿ x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå
x = α+ 2πn. Ïîëàãàåì cosx = cosα, sinx = sinα,

tg x =
sinx

cosx
, ctg x =

cosx

sinx
, secx =

1

cosx
, cosecx =

1

sinx
.

Îïðåäåëåíèå 120 ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå ðàäèàííîé ìåðû
óãëà (à òàêæå ãðàäóñíîé ìåðû ââèäó ëèíåéíîñòè çàìåíû ãðàäóñíîé ìåðû
íà ðàäèàííóþ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ R. Ïóñòü x ≥ 0 è x = α + 2πn �
ïðåäñòàâëåíèå x, ïîëó÷åííîå ïî òåîðåìå 54. Ïîëàãàåì, ÷òî óãîë ìåðû x
ðàäèàí ïîëó÷àåòñÿ îòêëàäûâàíèåì îò îñè àáñöèññ Ox n îáîðîòîâ â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè), è çàòåì îòêëà-
äûâàíèåì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè óãëà ìåðû α ðàäèàí. Òàê êàê
−x = −α − 2πn = (2π − α) − 2π(n + 1) è óãëû α è (2π − α) äîïîëíè-
òåëüíûå, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë (2π − α) ïîëó÷àåòñÿ îòêëàäûâàíèåì
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óãëà α â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè), è, òàêèì
îáðàçîì, óãîë (−x) ≤ 0 ïîëó÷àåòñÿ îòêëàäûâàíèåì îò îñè àáñöèññ Ox n
îáîðîòîâ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè), è çàòåì
îòêëàäûâàíèåì â òîì æå îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè óãëà ìåðû α ðàäèàí.

Çàìåòèì, ÷òî sinx è cosx ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ x ∈ R, à tg x, ctg x, secx,
cosecx ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñåõ x ∈ R.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 121.

sin : R −→ R, x 7→ sinx; tg : R \ {x : cosx = 0} −→ R, x 7→ tg x;

cos : R −→ R, x 7→ cosx; ctg : R \ {x : sinx = 0} −→ R, x 7→ ctg x.

13.2 Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 122. Ïóñòü M ⊂ R. Ôóíêöèÿ f : M −→ R íàçûâàåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò τ 6= 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ M âûïîëíåíî
f(x + τ) = f(x). ×èñëî τ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f. Ïîëàãàåì íîëü
ïåðèîäîì ëþáîé ôóíêöèè. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T íàçûâà-
åòñÿ ãëàâíûì ïåðèîäîì.

Ëåììà 15. Åñëè τ � ïåðèîä ôóíêöèè f : R ⊃ M −→ R, òî äëÿ ëþáîãî
m ∈ Z mτ � òîæå ïåðèîä f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè τ = 0 èëè m = 0, òî óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî,
âåðíî. Ïóñòü τ 6= 0. Â ñëó÷àå m > 0 ïðèì�åíèì ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Áàçèñ èíäóêöèè: f(x + τ) = f(x), ÷òî âåðíî, òàê êàê τ - ïåðèîä
f. Øàã èíäóêöèè: f(x + (m + 1)τ) = f(x + mτ + τ) = f(x + mτ) = f(x)
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äëÿ m < 0 èìååì f(x + mτ) = f(x + mτ −
−mτ) = f(x), òàê êàê (−m) > 0 è ïî äîêàçàííîìó (−mτ) � ïåðèîä f. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 55. Åñëè T � ãëàâíûé ïåðèîä ôóíêöèè f : R ⊃ M −→ R, òî
{mT : m ∈ Z} � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ôóíêöèè f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ôóíêöèè f. Ïî
ëåììå 15, {mT : m ∈ Z} ⊂M. Ïóñòü τ ∈M � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç M,
à n = [ τT ] � öåëàÿ ÷àñòü [ τT ]. Òîãäà n ≤ τ

T < n+ 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî 0 ≤ τ −
−nT < T. Òàê êàê τ è (−nT ) � ïåðèîäû f, òî f(x+τ−nT ) = f(x+τ) = f(x),
è òàêèì îáðàçîì (τ −nT ) � òîæå ïåðèîä f. Íî T ïî óñëîâèþ � íàèìåíüøèé
ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä f. Ïîýòîìó èç 0 ≤ τ − nT < T ñëåäóåò, ÷òî τ = nT.
Çíà÷èò, τ ∈ M è M ⊂ {mT : m ∈ Z}. Òàê êàê {mT : m ∈ Z} ⊂ M è
M ⊂ {mT : m ∈ Z}, òî M = {mT : m ∈ Z}. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñâîéñòâî 5. Ñèíóñ è êîñèíóñ � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ãëàâíûì ïå-
ðèîäîì T = 2π.Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ýòèõ ôóíêöèé åñòü {2πn : n ∈ Z}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = α + 2πn � ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà x ∈ R, ïîëó÷åííîå ïî òåîðåìå 54. Òîãäà x + 2π = α + 2π(n + 1) �
ïðåäñòàâëåíèå x + 2π. Ìû âèäèì èç îïðåäåëåíèÿ 120, ÷òî cosx = cos(x +
+ 2π) = cosα, sinx = sin(x+ 2π) = sinα. Çíà÷èò, T = 2π � ïåðèîä ôóíêöèé
ñèíóñ è êîñèíóñ. Íà ïðîìåæóòêå [0; 2π) òîëüêî äëÿ íóëÿ cos 0 = 1. Ïîýòîìó
T = 2π åñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè êîñèíóñ, âåäü
åñëè T ′, 0 ≤ T ′ < T, � ïåðèîä êîñèíóñà, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ cos 0 =
= cosT ′ = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T ′ = 0. Íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå òîëüêî
äëÿ äâóõ òî÷åê, íóëÿ è π, ñïðàâåäëèâî sinπ = sin 0 = 0. Ïîýòîìó, åñëè T ′,
0 ≤ T ′ < T, � ïåðèîä ñèíóñà, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ sin 0 = sinT ′ = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, T ′ = π. Íî òîãäà 1 = sin π

2 = sin(π2 + π) = sin 3π
2 = −1.

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, T ′ 6= π. Çíà÷èò, T ′ = 0. Èòàê, T = 2π � ãëàâíûé
ïåðèîä ôóíêöèè ñèíóñ. Òàê êàê 2π åñòü ãëàâíûé ïåðèîä, òî ïî òåîðåìå 55
ìíîæåñòâî {mT : m ∈ Z} åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ.

Ñâîéñòâî 6. Êîñèíóñ � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, ñèíóñ � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = α + 2πn � ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà x ∈ R, ïîëó÷åííîå ïî òåîðåìå 54. Òîãäà (−x) = (2π−α) + 2π(−n−1).
Ââèäó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü cosα =
= cos(2π − α), sinα = − sin(2π − α). Äëÿ α ∈ {0, π, 3π

2 , π} ýòî óòâåðæäåíèå,
î÷åâèäíî, âåðíî. Ïóñòü α /∈ {0, π, 3π

2 , π}. Óãëû α è 2π − α äîïîëíèòåëüíûå.
Ïîýòîìó, èç ðàâåíñòâà ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, íà åäèíè÷íîé (¾òðèãîíîìåòðè÷åñêîé¿) îêðóæ-
íîñòè ÷èñëó α ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà A(x0, y0), à ÷èñëó (2π − α)
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà B(x0,−y0), âçÿòûå èç îïðåäåëåíèÿ 120. Ýòî îçíà÷àåò
cosα = cos(2π − α), sinα = − sin(2π − α), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñâîéñòâî 7. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñèíóñ è êîñèíóñ D(sin) =
= D(cos) = R, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé ñèíóñ è êîñèíóñ E(sin) = E(cos) =
= [−1; 1] ⊂ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 120 è 121, D(sin) = D(cos) =
= R, E(sin) ⊂ [−1; 1], E(cos) ⊂ [−1; 1]. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî [−1; 1] ⊂ E(sin), [−1; 1] ⊂ E(cos). Ïóñòü d ∈ [−1; 1]. Òîãäà
òî÷êè A(d,

√
1− d2) è B(

√
1− d2, d) ïðèíàäëåæàò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

x2 + y2 = 1, òàê êàê èõ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýòîé îêðóæ-
íîñòè. Ïóñòü ]xOA = α, ]xOB = β. Òîãäà cosα = d, sinβ = d. Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 8. Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ � íå÷¼òíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
ñ ãëàâíûì ïåðèîäîì T = π. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè òàíãåíñ åñòü
ìíîæåñòâî R \ {π2 + πn : n ∈ Z}. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè êîòàíãåíñ
åñòü ìíîæåñòâî R \ {πn : n ∈ Z}. Îáëàñòü çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé åñòü âñÿ
÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ 5 è 6 äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî
òàíãåíñ è êîòàíãåíñ íå÷¼òíûå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì
ìû ïîêàæåì, ÷òî èõ ãëàâíûé ïåðèîä ðàâåí π. Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
d ≥ 0 òî÷êà (1; d) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé y = tgϕ äëÿ íåêîòîðîãî ϕ, 0 ≤
≤ ϕ < π

2 , à òî÷êà (1;−d) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé y = − tgϕ = tg(−ϕ), òî
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ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè d èìååì E(tg) = R. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
E(ctg) = R. Òàê êàê íà ïðîìåæóòêå (−π2 ,

π
2 ) òàíãåíñ âñþäó îïðåäåë¼í, à íà

êîíöàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà íå îïðåäåë¼í, òî ââèäó π-ïåðèîäè÷íîñòè òàíãåíñà
çàêëþ÷àåì, ÷òî D(tg) = R \ {π2 +πn : n ∈ Z}. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî D(ctg) = R \ {πn : n ∈ Z}.

13.3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà

Òåîðåìà 56. ∀x, y ∈ R cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) x = α + 2πn, y = β + 2πk, α, β ∈ [0, 2π), n, k ∈
∈ Z,− ïðåäñòàâëåíèÿ x è y. Äàëåå, α 7→ (·)A(x1, y1), β 7→ (·)B(x2, y2) íà
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè Oxy, (·) O(0, 0) - íà÷àëî êîîðäèíàò, x1 =
= cosx, y1 = sinx, x2 = cos y, y2 = sin y. Ââèäó ÷¼òíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè
êîñèíóñà èìååì: cos(x− y) = cos(α− β + 2π(n− k)) = cos |α− β| = cos(2π −
− |α − β|) = cosϕ, ãäå ϕ = min{|α − β|, 2π − |α − β|} = ]AOB, 0 ≤ ϕ ≤ π.
Íàäî äîêàçàòü: x1x2 + y1y2 = cosϕ.

2) Ïóñòü (·)C(x1+x2

2 , y1+y2

2 ) - ñåðåäèíà îòðåçêà [AB], áûòü ìîæåò, â
ñëó÷àå A = B, âûðîæäåííîãî â òî÷êó. Èìååì:

|OC|2 = (
x1 + x2

2
)2 + (

y1 + y2

2
)2 =

=
(x2

1 + y2
1) + (x2

2 + y2
2) + 2(x1x2 + y1y2)

4
=

1 + 1 + 2(x1x2 + y1y2)

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, x1x2+y1y2 = 2|OC|2−1. Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå x1x2+y1y2

çàâèñèò òîëüêî îò ìåðû óãëà ]AOB è íå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ óãëà è ñèñòåìû êîîðäèíàò, ëèøü áû âåðøèíà óãëà ñîâïàäàëà ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì óãîë ]A1OB1 òàêîé, ÷òî ]A1OB1 = ]AOB,= ϕ,
A1(cosϕ, sinϕ), B1(1, 0). Òîãäà x1x2 + y1y2 = 1 · cosϕ + 0 · sinϕ = cosϕ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 16. Ïðè ëþáîì x ∈ R âûïîëíåíû òîæäåñòâà:

sin(
π

2
− x) = cosx,

cos(
π

2
− x) = sinx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 56 ïðè âñåõ x ∈ R

cos(
π

2
− x) = cosx cos

π

2
+ sinx sin

π

2
= cosx · 0 + sinx · 1 = sinx.

Ñëåäîâàòåëüíî, sin(π2 − x) = cos(π2 − (π2 − x)) = cosx.

Òåîðåìà 57. ∀x, y ∈ R ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
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Ôîðìóëû ñóììû.
cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y,
cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y,
sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y,
sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y.
Ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ.
sinx+ sin y = 2 sin(x+y

2 ) cos(x−y2 ),
sinx− sin y = 2 sin(x−y2 ) cos(x+y

2 ),
cosx+ cos y = 2 cos(x+y

2 ) cos(x−y2 ),
cosx− cos y = −2 sin(x−y2 ) sin(x+y

2 ).
Ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ.
sinx sin y = 1

2 (cos(x− y)− cos(x+ y)),
cosx cos y = 1

2 (cos(x− y) + cos(x+ y)),
sinx cos y = 1

2 (sin(x− y) + sin(x+ y)).

Ôîðìóëû äâîéíîãî è òðîéíîãî àðãóìåíòà.
Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî.
cos 2x = 2cos2x− 1 = 1− 2sin2x = cos2x− sin2x,
sin 2x = 2 sinx cosx, cos2 x+ sin2 x = 1,
sin 3x = 3 sinx− 4sin3x, cos 3x = 4cos3x− 3cosx.

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
sin(π2 − x) = cosx, cos(π2 − x) = sinx,
sin(π2 + x) = cosx, cos(π2 + x) = − sinx,
sin(π − x) = sinx, cos(π − x) = − cosx,
sin(π + x) = − sinx, cos(π + x) = − cosx,
sin( 3π

2 − x) = − cosx, cos( 3π
2 − x) = − sinx,

sin( 3π
2 + x) = − cosx, cos( 3π

2 + x) = sinx,
sin(2π − x) = − sinx, cos(2π − x) = cosx,
sin(2π + x) = sinx, cos(2π + x) = cosx.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
tg(π2 − x) = ctg x, ctg(π2 − x) = tg x,
tg(π2 + x) = − ctg x, ctg(π2 + x) = − tg x,
tg(π − x) = − tg x, ctg(π − x) = − ctg x,
tg(π + x) = tg x, ctg(π + x) = ctg x,
tg( 3π

2 − x) = ctg x, ctg( 3π
2 − x) = tg x,

tg( 3π
2 + x) = − ctg x, ctg( 3π

2 + x) = − tg x,
tg(2π − x) = − tg x, ctg(2π − x) = − ctg x,
tg(2π + x) = tg x, ctg(2π + x) = ctg x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 56, ∀x, y ∈ R cos(x+ y) = cos(x− (−y)) =
= cosx cos(−y) + sinx sin(−y) = cosx cos y − sinx sin y ââèäó ÷¼òíîñòè êî-
ñèíóñà è íå÷¼òíîñòè ñèíóñà. Ïî äîêàçàííîìó è ïî ëåììå 16 èìååì sin(x +
+ y) = cos(π2 − (x + y)) = cos((π2 − x) − y) = cos(π2 − x) cos y + sin(π2 −
− x) sin y = sinx cos y + cosx sin y. Äàëåå, sin(x − y) = sin(x + (−y)) =
= sinx cos(−y) + cosx sin(−y) = sin(x− y) = sinx cos y− cosx sin y. Ôîðìóëû
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ñóììû äîêàçàíû. Ïî äîêàçàííîìó cos(x − y) + cos(x + y) = 2 cosx cos y,
sin(x− y) + sin(x+ y) = 2 sinx cos y, cos(x− y)− cos(x+ y) = 2 sinx sin y, ÷òî
äîêàçûâàåò ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ. Åñëè â ôîðìóëàõ ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâå-
ñòè çàìåíó α = x− y, β = x+ y, òî ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå êîñèíóñà ðàçíîñòè 1 = cos 0 = cos(x − x) = cos2 x +
+ sin2 x, cos 2x = cos(x+ x) = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x. Ïî
ôîðìóëå ñèíóñà ñóììû sin 2x = sin(x+x) = 2 sinx cosx, sin 3x = sin(2x+x) =
= sin 2x cosx+ cos 2x sinx = 2 sinx cos2 x+ sinx− 2 sin3 x = 3 sinx− 4 sin3 x.
Àíàëîãè÷íî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû êîñèíóñà ñóììû äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà
êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà.

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà äîêàçûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî
ïðè ïîìîùè ôîðìóë ñóììû, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ
ôîðìóëû cos(π2 − x) = sinx â ëåììå 16.

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ äëÿ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà äîêàçûâàþòñÿ åäèíîîá-
ðàçíî ïðè ïîìîùè ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà. Íàïðèìåð,
tg(π + x) = sin(π+x)

cos(π+x) = − sin x
− cos x = tg x. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ óñòàíàâëèâàþò π-ïåðèîäè÷íîñòü òàí-
ãåíñà è êîòàíãåíñà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî π åñòü ãëàâíûé ïåðèîä ýòèõ ôóíê-
öèé. Íàïðèìåð, åñëè T ′ - ïåðèîä òàíãåíñà è 0 ≤ T ′ < π, òî tg 0 = 0 = tg T ′.
Ñëåäîâàòåëüíî T ′ = 0.

Óïðàæíåíèå 281. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà.

• sinx =
2 tg x

2

1+tg2 x
2
,

• cosx =
1−tg2 x

2

1+tg2 x
2
,

• tg x =
2 tg x

2

1−tg2 x
2
,

• tg 2x = 2 tg x
1−tg2x

• tg(x+ y) = tg x+tg y
1−tg x tg y ;

• tg(x− y) = tg x−tg y
1+tg x tg y ;

• ctg(x+ y) = 1−tg x tg y
tg x+tg y ;

• ctg(x− y) = 1+tg x tg y
tg x−tg y ;

• tg x+ tg y = sin(x+y)
cos x cos y ;

• tg x− tg y = sin(x−y)
cos x cos y ,

• a sinx+b cosx =
√
a2 + b2 sin(x+ϕ), ãäå cosϕ = a√

a2+b2
, sinϕ = b√

a2+b2
;

• 1 + tg2x = 1
cos2x ;



158 ÃËÀÂÀ 13. ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

• 1 + ctg2x = 1
sin2x

, tg x · ctg x = 1;

• tg x
2 = sin x

1+cos x = 1−cos x
sin x ;

• | sin x
2 | =

√
1−cos x

2 ;

• | cos x2 | =
√

1+cos x
2 .

Çàìå÷àíèå. Òîæäåñòâî åñòü ðàâåíñòâî, âåðíîå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ.

13.4 Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 123. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f : X −→ Y è g : Y −→ X òàêîâû,
÷òî ∀x ∈ X ∃ g(f(x)) è ∀y ∈ Y ∃ f(g(y)) (òî åñòü ñóùåñòâóþò êîìïîçèöèè
f ◦ g è g ◦ f), ïðè÷¼ì ∀x ∈ X ∀y ∈ Y x = g(f(x)) è y = f(g(y)). Òîãäà g
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äëÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ f−1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè g îáðàòíîå äëÿ f, òî f � îáðàòíîå äëÿ g.

Òåîðåìà 58. Åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåí-
íî. Îáðàòíîå äëÿ f îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f åñòü áèåêöèÿ, ïðè÷¼ì òîãäà f−1 òîæå áèåêöèÿ è (f−1)−1 = f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èìååò îáðàòíîå.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè áèåêòèâíîì îòîáðàæåíèè f x1 7→ y1, x2 7→ y2, . . . ,
òî f−1 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì y1 7→ x1, y2 7→ x2

è òàê äàëåå. Ïóñòü g : Y −→ X îáðàòíîå äëÿ f : X −→ Y. Òîãäà äëÿ
âñåõ y ∈ Y ñïðàâåäëèâî y = f(g(y)). Çíà÷èò, f ñþðúåêòèâíî (êàæäûé ýëå-
ìåíò y ∈ Y èìååò ïðîîáðàç � òàêîå x ∈ X, ÷òî y = f(x).) Äàëåå, åñëè
f(x) = f(x′), òî x = g(f(x)) = g(f(x′)) = x′. Çíà÷èò, f èíúåêòèâíî (åñëè
x 6= x′, òî f(x) 6= f(x′) � ¾ðàçíûå òî÷êè ïåðåõîäÿò â ðàçíûå¿). Òàê êàê
f èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî, òî f áèåêòèâíî. Èòàê, åñëè f èìååò îáðàò-
íîå äëÿ g, òî f áèåêöèÿ. Íî òîãäà g îáðàòíîå äëÿ f òîæå áèåêöèÿ. Åñëè,
êðîìå g, îòîáðàæåíèå g′ îáðàòíîå äëÿ f, òî äëÿ âñåõ y ∈ Y ñïðàâåäëèâî
x = g′(y) = g′(f(x)) = g(f(x)) = g(y), òî åñòü g′ = g. òàêèì îáðàçîì, g
åäèíñòâåííîå îáðàòíîå äëÿ f. Íî òîãäà è f åäèíñòâåííîå îáðàòíîå äëÿ g è,
òàêèì îáðàçîì, (f−1)−1 = f. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 59. Ïóñòü X è Y ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèå f : X −→
−→ Y èìååò îáðàòíîå. Òîãäà ãðàôèêè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé f è f−1

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Ôóíêöèÿ f íå÷¼òíàÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1 íå÷¼òíàÿ, f ñòðîãî âîçðàñòàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò, f ñòðîãî óáûâàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f−1 ñòðîãî óáûâàåò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êàA(x0, y0) ∈ Γf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàB(y0, x0) ∈
∈ Γf−1 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Òî÷êà C(x0+y0

2 , y0+c0
2 )

� ñåðåäèíà îòðåçêà [AB]. Ïóñòü (·) O(0; 0) � íà÷àëî êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî
C ∈ Γy=x, |OA| = |OB| =

√
x2

0 + y2
0 . Òîãäà åñëè òî÷êè A, B,C íå ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé, òî [OC] åñòü ìåäèàíà è âûñîòà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëü-
íèêå AOB. Çíà÷èò, òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.
Åñëè æå òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî îíè ëèáî ñîâïàäàþò,
ëèáî âñå ðàçëè÷íû, è òîãäà èç y0 = kx0, x0 = ky0, x0 6= y0 ñëåäóåò, ÷òî
k = −1. Òàê êàê ïðÿìûå y = x è y = −x ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî è â ýòîì
ñëó÷àå òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Äàëåå, åñëè f íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, òî (x0, y0) ∈ Γf ⇐⇒ (−x0,−y0) ∈ Γf .
Òîãäà èìååì: (y0, x0) ∈ Γf−1 ⇐⇒ (x0, y0) ∈ Γf ⇐⇒ (−x0,−y0) ∈ Γf ⇐⇒
⇐⇒ (−y0,−x0) ∈ Γf−1 , òî åñòü, (y0, x0) ∈ Γf−1 ⇐⇒ (−y0,−x0) ∈ Γf−1 .
Òàêèì îáðàçîì, f−1 íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, f íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ ⇐⇒
f−1 íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî x1 < x2 ⇐⇒ y1 < y2. Òàê êàê (y0, x0) ∈
∈ Γf−1 ⇐⇒ (x0, y0) ∈ Γf , òî è f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, f ñòðîãî âîç-
ðàñòàåò⇐⇒ f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Àíàëîãè÷íî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãî-
ãî óáûâàíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

13.5 Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Ëåììà 17. Äëÿ âñåõ α ∈ (0, π2 ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà sinα < α < tgα.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè 4OAB, 4OAC è ñåêòîð OAB (ñì. ðèñ. 13.2).
Î÷åâèäíî, ÷òî S(4OAB) < S(OAB) < S(4OAC). Íî S(4OAB) = 1

2 sinα,
S(OAB) = x

2 è S(4OAC) = 1
2 tgα. Óìíîæàÿ íà 2, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðà-

âåíñòâî.

-

6

A

B
α

C

x

y

Ðèñ. 13.2:

Òåîðåìà 60 (Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). lim
x→0

sinx

x
= 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ëåììû 17 âûòåêàåò, ÷òî x · cosx < sinx < x. Ðàçäåëèâ âñå íà x 6= 0,
ïîëó÷èì cosx < sin x

x < 1. Ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû è ïðè x ∈ (−π2 , 0)

� ñëåäóåò èç ÷åòíîñòè ôóíêöèé cosx è sin x
x . Ïîñêîëüêó, lim

x→0
cosx = 1, ïî
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òåîðåìå 40 (î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ äëÿ ôóíêöèé) ïîëó÷àåì, ÷òî lim
x→0

sin x
x =

= 1,

Óïðàæíåíèå 282. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→0

1−cos x
x2 = 1

2 .



Ãëàâà 14

Ïîêàçàòåëüíàÿ è

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè.

14.1 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

14.1.1 Ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì.

Íàïîìíèì, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà A > 0 (îáî-
çíà÷àåòñÿ n

√
A) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a > 0, òàêîå, ÷òî an = A. Ïîçäíåå áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü
÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ap/q =
q
√
Ap.

Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òàêè îñìûñëåííûì. Äåéñòâèòåëüíî,
(Ap/q)q = ( q

√
Ap)q = Ap, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ïðèâû÷íûå ïðàâèëà ðàáîòû ñî

ñòåïåíÿìè.
Íàïîìíèì ýòè ïðàâèëà (A,B > 0):

1. A0 = 1;

2. A−r = 1/Ar;

3. Ar ·As = Ar+s;

4. Ar/As = Ar−s;

5. (Ar)s = Ars;

6. Ar ·Br = (AB)r;

7. Ar/Br = (A/B)r;

8. Ïóñòü r > s, òîãäà, Ar > As, åñëè A > 1 è Ar < As, åñëè 0 < A < 1;
Áîëåå êîìïàêòíî ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

sign(Ar −As) = sign(A− 1) · sign(r − s).

161
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14.1.2 Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè

Îïðåäåëåíèå 124. Óðàâíåíèå f(x + y) = f(x) + f(y) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûì óðàâíåíèåì Êîøè.

Áóäåì èññëåäîâàòü ýòî óðàâíåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî f(x) ≡ 0 óäîâëå-
òâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ðåøåíèÿ?

Ëåììà 18. f(0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì f(0) = c, òîãäà C = f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) = 2C, ñëåäîâà-
òåëüíî C = 0.

Ëåììà 19. f(nx) = nf(x), ïðè ëþáîì n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè.
Áàçà èíäóêöèè. f(x) = 1 · f(x).
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü f(nx) = nf(x), òîãäà f

(
(n+ 1)x

)
= f(nx) + f(x) =

= nf(x) + f(x) = (n+ 1)f(x).

Ñëåäñòâèå 18. Îáîçíà÷èì f(1) = a, òîãäà f(n) = an, ïðè ëþáîì n ∈ N.

Ëåììà 20. f(−x) = −f(x), ò.å. ôóíêöèÿ f �íå÷åòíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
f(x) + f(−x) = f(x− x) = f(0) = 0.

Ñëåäñòâèå 19. Îáîçíà÷èì f(1) = a, òîãäà f(n) = an, ïðè ëþáîì n ∈ Z.

Ëåììà 21. f( xn ) = 1
nf(x) ïðè âñåõ n ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî ëåììå 19 f(x) = f(n · xn ) = nf( xn ), ñëåäîâàòåëüíî, f( xn ) = 1

nf(x) .

Ñëåäñòâèå 20. Ïóñòü f(1) = a, òîãäà f(x) = ax ïðè âñåõ x ∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü x = m

n , òîãäà f(mn ) = 1
nf(m) = am

n = ax.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé

ïðè ðàöèîíàëüíûõ x. Õîòåëîñü áû ðàñïðîñòðàíèòü ýòî íà äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà. Âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿ Êîøè äëÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî �ìîæíî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîèòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó
óðàâíåíèþ.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû f(x) áûëà íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 61. Ïóñòü f ∈ C(R) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîøè. Òîãäà
f(x) = ax, ãäå a = f(1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ Q, ñõîäÿùóþñÿ ê x. Òîãäà ïî íåïðå-
ðûâíîñòè f(x) = lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
a · xn = a lim

n→∞
xn = ax.
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Âìåñòî íåïðåðûâíîñòè ìîæíî áûëî ïîòðåáîâàòü ìîíîòîííîñòè ôóíê-
öèè.

Òåîðåìà 62. Ïóñòü f �ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíå-
íèþ Êîøè. Òîãäà f(x) = ax, ãäå a = f(1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = 0, òîãäà f(q) = 0 äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ q. Òî-
ãäà, ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü îòðåçîê x ∈ [q1, q2], q1, q2 ∈ Q, òîãäà f(x) ∈
∈ [f(q1), f(q2)] èç ìîíîòîííîñòè, ñëåäîâàòåëüíî f(x) = 0.

Ïóñòü a > 0 (â ñëó÷àå a < 0 ìîæíî ðàññìîòðåòü −f(x)).
Äîïóñòèì, íàéäåòñÿ x, òàêîé, ÷òî f(x) 6= ax.
Åñëè f(x) > ax, íàéäåì ðàöèîíàëüíîå q ∈ (x, f(x)/a). Ïîëó÷àåì f(x) <

< f(q) = aq < a f(x)
a = f(x). Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé f(x) < ax ðàññìàòðèâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî.

14.1.3 Ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 125. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

f(x+ y) = f(x) · f(y) (14.1.1)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-
öèè.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ≡ 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ 14.1.1. Áîëåå
òîãî, åñëè ïðè êàêîì-òî x0 ôóíêöèÿ f(x0) = 0, òî äëÿ ëþáîãî x ìîæíî
çàïèñàòü f(x) = f((x − x0) + x0) = f(x − x0) · f(x0) = 0. Åñëè æå f(x) 6≡ 0,
òî ïðè âñåõ x âûïîëíåíî f(x0) 6= 0.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî f(x) = f(x/2)2 > 0. Ïîýòîìó óêàçàííàÿ ôóíê-
öèÿ âñþäó ïîëîæèòåëüíà (åñëè íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ 14.1.1
è íå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Áóäåì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà f(x) àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó.

Ëåììà 22. Åñëè f 6≡ 0, òî f(0) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
f(0) = f(0 + 0) = f2(0). Óðàâíåíèå A2 = A èìååò äâà êîðíÿ: 0 è 1, íî åñëè
f(0) = 0, òî f ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ëåììà 23. Åñëè f 6≡ 0, òî f(nx) = fn(x) ïðè ëþáîì n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè. Î÷åâèäíî f(x) = f1(x).
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü f(nx) = fn(x). Òîãäà f((n + 1)x) = f(nx + x) =
= f(nx) · f(x) = fn(x) · f(x) = fn+1(x).
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Ëåììà 24. Åñëè f 6≡ 0, òî f(−x) = 1
f(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
f(−x) · f(x) = f(−x+ x) = f(0) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, f(−1) = 1/f(x).

Ñëåäñòâèå 21. Åñëè f 6≡ 0, òî f(nx) = fn(x) ïðè ëþáîì n ∈ Z.

Ëåììà 25. Åñëè f 6≡ 0, òî f( xn ) = n
√
f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.
f(x) = f(n · xn ) = fn( xn ), ñëåäîâàòåëüíî (ò.ê. f( xn ) > 0), f( xn ) = n

√
f(x).

Ñëåäñòâèå 22. Åñëè q ∈ Q, òî f(qx) = fq(x)

Èòàê, åñëè îáîçíà÷èòü f(1) = a, òî f(x) = ax ïðè âñåõ x ∈ Q. Õîòå-
ëîñü áû ïîëó÷èòü òàêîå æå ðàâåíñòâî ïðè âñåõ x. Íî äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå ñòåïåíü ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.

14.1.4 Ñòåïåíü ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

Ïóñòü A > 1, x�ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì y = Ax

ñëåäóþùèì îáðàçîì: Îáîçíà÷èì a1 = [x], b1 = [x] + 1 (íàïîìíèì, ÷òî
[x]�öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x). Òîãäà (èç ìîíîòîííîñòè) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
y ∈ [Aa1 ;Ab1 ]. Âûáåðåì ñåðåäèíó îòðåçêà c1 = a1+b1

2 . Åñëè x < c1, òî âûáå-
ðåì a2 = a1, b2 = c1, èíà÷å a2 = c1 è b2 = b1; â ëþáîì ñëó÷àå y ∈ [Aa2 ;Ab2 ].
È òàê äàëåå, êàæäûé ðàç âûáèðàåì òó ïîëîâèíó îòðåçêà, êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæèò ÷èñëî x. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[Aa1 ;Ab1 ] ⊃ [Aa2 ;Ab2 ] ⊃ . . . ⊃ [Aan ;Abn ] ⊃ . . .

Äîêàæåì, ÷òî îíà ñòÿãèâàþùàÿñÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà n-ãî îòðåçêà ðàâíà
Abn −Aan = Aan(Abn−an − 1) < A[x]+1 · (A1/2n − 1). Ïî ëåììå 30 ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 2n

√
A − 1 ÿâëÿåòñÿ á.ì.ï., à A[x]+1 �ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

äëèíà îòðåçêà � á.ì.ï.
Èòàê, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ {y} =

⋂∞
n=1[Aan ;Abn ].

Åå è áóäåì ñ÷èòàòü ñòåïåíüþ Ax.

Çàìå÷àíèå. Ìû îïðåäåëèëè ôóíêöèþ Ax òîëüêî äëÿ A > 1. Åñëè æå 0 <

< A < 1, òî åå ìîæíî îïðåäåëèòü Ax =
(

1
A

)−x
.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ
ðàíåå ïðèâåäåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè r = p

q ∈ Q, òî A
an 6 q

√
Ap 6 Abn ,

ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ar = q
√
Ap ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì [Aan ;Abn ],

ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ y.

Òåîðåìà 63. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = Ax ìîíîòîííà íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè. Îíà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïðè A > 1 è óáûâàþùåé ïðè 0 < A < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ïðè A > 1, ïðè A ∈ (0, 1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü x1 < x2, âûáåðåì n, òàêîå, ÷òî 2−n < 1
2 (x2−x1). Åñëè x1 ∈ [a1

n; b1n]

è x2 ∈ [a2
n; b2n], òî b1n < a2

n. Ïîýòîìó A
x1 6 Ab

1
n < Aa

2
n 6 Ax2 .

Òåîðåìà 64. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = Ax íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü lim

n→∞
xn = X, äîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
Axn = AX . Ðàññìîòðèì îòðåçêè

xn ∈ [an, bn] è X ∈ [a0
n, b

0
n], ïîëó÷åííûå ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì (äëèíà

êàæäîãî 2−n). Òîãäà

|Axn −AX | 6 |Axn −Aan |+ |Aan −Aa
0
n |+ |Aa

0
n −AX | (14.1.2)

Áóäåì áðàòü n äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
xn < X + 1.

Òîãäà |Axn−Aan | = Axn |Aan−xn−1| < AX+1 · |A2−n−1|� á.ì.ï. ïî ëåììå
30. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî |Aa0

n −AX |� òîæå á.ì.ï.
Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â 14.1.2 çàìåòèì, ÷òî lim

n→∞
an = lim

n→∞
a0
n =

= X. Ñëåäîâàòåëüíî, |Aan −Aa0
n | < AX+1 · |Aan−a0

n − 1|� á.ì.ï.
Äëÿ ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì âûïîëíåíû òå æå ñâîéñòâà

1-63. Ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê äàííûì a, b,
..., à ïîòîì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî òåîðåìå 64.

Òåîðåìà 65. Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
= ax óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ f(x+y) = f(x)·f(y).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ [axn, b

x
n] è

[ayn, b
y
n], òî lim

n→∞
(axn + ayn) = x+ y, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåïðåðûâíîñòè, Ax+y =

= lim
n→∞

Aa
x
n+ayn = lim

n→∞
Aa

x
n ·Aayn = lim

n→∞
Aa

x
n · lim

n→∞
Aa

y
n = Ax ·Ay.

Òåîðåìà 66. Åñëè f(x) óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ,
íåïðåðûâíà è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, òî f(x) = ax, ãäå a = f(1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ôóíêöèÿ f1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì òåîðåìû, ïðè÷åì â íåêîòîðîé òî÷êå x0 îíà íå ñîâïàäàåò ñ ax0 , ãäå
a = f1(1). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn ∈ Q, ñõîäÿùóþñÿ ê x0. Ïî
ñëåäñòâèþ 22 äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî qn âûïîëíåíî f1(qn) = aqn . Ïåðå-
õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì f1(x0) = lim

n→∞
f1(qn) = lim

n→∞
aqn = ax0 .

Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ òîëüêî òîæäåñòâåííûé íîëü è ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò äðóãèå (ðàçðûâíûå) ðåøåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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14.2 Ëîãàðèôì.

!!!Ïåðåäåëàòü!!!

Òåîðåìà 67. Ïóñòü a > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f :
: (0,+∞) 7→ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: 1) ∀x, x′ > 0(f(x · x′) = f(x) +
+ f(x′));
2) ∀x > x′ > 0(f(x) > f(x′));
3) f(a) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ îäèí âàæíûé ïðèåì:Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî íåêîòîðûé îáúåêò ñóùåñòâóåò, íà÷èíàåì èçó÷àòü åãî
(ïîòåíöèàëüíûå!) ñâîéñòâà. Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ ñòðîèòñÿ óêà-
çàííûé îáúåêò, îòêóäà è âûòåêàåò åãî ñóùåñòâîâàíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò è ïîäóìàåì, êàêèìè ñâîé-
ñòâàìè îíà äîëæíà îáëàäàòü.

Ñâîéñòâî 1: Ïðèìåíèâ n− 1 ðàç óñëîâèå 1), ïîëó÷èì f(xn) = nf(x).
Ñâîéñòâî 2: Ïîäñòàâèâ â ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî n

√
x, ïîëó÷èì f( n

√
x) =

= 1
nf(x).
Ñâîéñòâî 3: f(1) = 0, ïîñêîëüêó f(1 · 1) = f(1) + f(1).
Ñâîéñòâî 4: f( 1

x ) = −f(x), ïîñêîëüêó f(x · 1
x ) = f(1) = 0.

Ñâîéñòâî 5: Èç ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâ è óñëîâèÿ 3) âûòåêàåò ∀q ∈ Q(f(aq) =
= q).

Ñâîéñòâî 6: Èç ñâîéñòâà 5 è óñëîâèÿ 2) âûòåêàåò, ÷òî åñëè aq
′
< x < aq

′′
,

òî q′ < f(x) < q′′.
Ïîñòðîèì òåïåðü ôóíêöèþ f . Âûáåðåì n ∈ Z òàêîå, ÷òî an 6 x < an+1.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ {[ak, bk]}∞k=1 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: a0 = n, b0 = n + 1. Íà k-ì øàãå ðàññìàòðèâàåì ck =
= ak−1+bk−1

2 ; åñëè ac 6 x òî âûáèðàåì ak = c è bk = bk−1, èíà÷å ak =
= ak−1 è bk = c. Ïðè ýòîì, íà êàæäîì øàãå aak ≤ x < abk , ñëåäîâàòåëüíî
f(x) ∈ [ak, bk) ⊂ [ak, bk] ïðè âñåõ k ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ áóäåò ñòÿãèâàþ-
ùåéñÿ (ò.ê. äëèíà ðàâíà 2−n), ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé

òî÷êè
∞⋂
k=1

[ak, bk] = {y}. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1)-3), òî åå çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ðàâíî y.
Äîêàæåì òåïåðü â îáðàòíóþ ñòîðîíó� òî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðà-

çîì ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�3).

Äîêàæåì óñëîâèå 3). Î÷åâèäíî, íà k�øàãå ïîëó÷èì: a1 ≤ a < a
2k+1

2k , à
∩k[1, 2k+1

2k
] = {1}. Ñëåäîâàòåëüíî f(a) = 1.

Äîêàæåì óñëîâèå 1). Íà k�øàãå äëÿ x, x′ a
nk
2k ≤ x < a

nk+1

2k è a
n′k
2k ≤ x <

< a
n′k+1

2k . Ïåðåìíîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà (âñå ÷èñëà â íèõ ïîëîæèòåëüíû!),
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ïîëó÷èì

a

nk + n′k
2k ≤ x · x′ < a

nk + n′k + 2
2k ,

ñëåäîâàòåëüíî
nk + n′k

2k
≤ f(x · x′) < nk + n′k + 2

2k
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëîæèâ nk
2k
≤ f(x) < nk+1

2k
è n′k

2k
≤ f(x′) <

n′k+1
2k

, ïîëó÷èì

nk + n′k
2k

≤ f(x) + f(x′) <
nk + n′k + 2

2k
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà f(x·x′) è f(x)+f(x′) ïðèíàäëåæàò îäíîìó èíòåðâàëó
äëèíû 2

2k
= 21−k, à çíà÷èò |f(x · x′)− (f(x) + f(x′))| < 21−k, èç ïðîèçâîëü-

íîñòè âûòåêàåò f(x · x′)− (f(x) + f(x′)) = 0,
Äîêàæåì òåïåðü ñâîéñòâî 2). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå u > 1 è âûáåðåì

n ∈ N òàêîå, ÷òî un > a. Î÷åâèäíî f(u) > 1
n > 0. Ïóñòü òåïåðü x > x′ > 0.

Ðàññìîòðèì f(x) = f(x′ · xx′ ) = f(x′) + f( xx′ ) > f(x′),
Èòàê, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ (è òîëüêî îíà) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�

3). Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ a è îáî-
çíà÷àåòñÿ loga x. Äëÿ ëîãàðèôìîâ ïî îñíîâàíèÿì å è 10 ïðèíÿòû îáîçíà÷å-
íèÿ: loge x = lnx log10 x = lg x.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðè 0 < a < 1.

14.3 Ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ

14.3.1 Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà âûòåêàþò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 68. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ R, y ∈ (0,+∞)
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

loga(ax) = x,

aloga y = y.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ è ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî îáðàòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 41. loga x ∈ C(0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî loga ∈ C(1). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàñ-
ñìîòðèì 1

n < ε. Ïóñòü δ = min(a1/n − 1, 1 − a−1/n), òîãäà loga(1 + δ) ≤
≤ loga(a1/n) = 1

n < ε è loga(1− δ) ≥ loga(a−1/n) = − 1
n > −ε. Ñëåäîâàòåëüíî
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lim
x→1

loga x = 0 = loga 1, ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè loga x â

òî÷êå x = 1.
Äîêàæåì òåïåðü íåïðåðûâíîñòü loga x â òî÷êå x = x0 > 0. Ïðåäñòàâèì

loga x = loga x0 + loga
x
x0
. Ôóíêöèÿ loga

x
x0

íåïðåðûâíà â x = x0, ïîñêîëü-
êó loga x íåïðåðûâíà â x = 1 à loga x0 �ïîñòîÿííàÿ, ñëåäîâàòåëüíî loga x
íåïðåðûâíà â x = x0,

Óòâåðæäåíèå 42. logb x = loga x
loga b

.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = loga x

loga b
. Îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) èç

òåîðåìû 67 è f(b) = 1, ñëåäîâàòåëüíî f(x) = logb x
Ïîíÿòèå ëîãàðèôìà ìîæíî ââåñòè è äëÿ îñíîâàíèé 0 < b < 1. logb x =

= − log1/b x Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ 1) è 3) òåîðåìû 67 âûïîëíåíû äëÿ logb,
à óñëîâèå 2) ïðåâðàùàåòñÿ â ∀x > x′ > 0(logb x < logb x

′).

14.3.2 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé
ïðåäåë.

Ïîñêîëüêó ëîãàðèôì åñòü íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ê íåìó� ïîêàçàòåëüíàÿ, îáîçíà÷àåìàÿ ax. Òàêîå îáîçíà÷å-
íèå èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó ïðè x ∈ Q çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñîâïàäàþò
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè a. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â ìàòåìàòè÷åñêîì
àíàëèçå èìååò ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ýêñïîíåíòà, ò.å. ex, ãäå
e�÷èñëî Ýéëåðà.

Ïóñòü a > 1, b ∈ (0, 1). Òîãäà âåðíû ñîîòíîøåíèÿ:

1. lim
x→+∞

ax = +∞;

2. lim
x→+∞

bx = 0;

3. lim
x→−∞

ax = 0;

4. lim
x→−∞

bx = +∞;

5. lim
x→+∞

loga x = +∞;

6. lim
x→+∞

logb x = −∞;

7. lim
x→+0

loga x = −∞;

8. lim
x→+0

logb x = +∞;

Äîêàæåì, íàïðèìåð ñâîéñòâî 6. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòü lim

n→∞
xn = +∞. Ïóñòü b < 1 âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå c > 0, òîãäà âîçüìåì

xn > ( 1
b )[c]+1. Î÷åâèäíî logb xn < −[c]− 1 < −c, ñëåäîâàòåëüíî, (−∞,−c)�

ëîâóøêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè logb xn,
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Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðåäî-
ñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Òåîðåìà 69.

lim
x→+∞

lnx

x
= 0

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â 1-ì ñåìåñòðå (óòâåðæäåíèå ??) áûëî äîêàçàíî, ÷òî lim

n→∞
n
√
n = 1. Èç íåïðå-

ðûâíîñòè ëîãàðèôìà âûòåêàåò, ÷òî lim
n→∞

ln n
√
n = lim

n→∞
lnn
n = 0, ò.å. ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü
{

lnn
n

}∞
n=1

� á.ì.ï. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòü lim

n→∞
xn = +∞, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî xn > 1. Òîãäà
ln[xn]

[xn] + 1
<

lnxn
xn

<
ln[xn] + 1

[xn]
.

Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

ln[xn]
[xn]

}∞
n=1

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè
{

lnn
n

}∞
n=1

, à çíà÷èò � á.ì.ï. òîæå. Òàêèì îáðàçîì, lim
n→∞

ln[xn]
[xn]+1 =

= lim
n→∞

ln[xn]
[xn] · lim

n→∞
[xn]

[xn]+1 = 0·1 = 0 è lim
n→∞

ln[xn]+1
[xn] = lim

n→∞
ln[xn]
[xn] + lim

n→∞
1

[xn] = 0+

+ 0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ lim
n→∞

ln xn
xn

= 0,

Ñëåäñòâèå 23. Ïóñòü α, β > 0, òîãäà

lim
x→+∞

lnα x

xβ
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì y = xβ/α, òîãäà lim
x→+∞

ln x
xβ/α

= lim
y→+∞

ln y(α/β
y = lim

y→+∞

(
α
β ·

ln y
y

)
=

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
x→+∞

lnα x
xβ

= 0

Ñëåäñòâèå 24. Ïóñòü α > 0, a > 1, òîãäà

lim
x→+∞

xα

ax
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñäåëàåì çàìåíó ax = y. Òîãäà lim

x→+∞
xα

ax = lim
y→+∞

lnα y
lnα a·y = 0.

Ñëåäñòâèå 25. Ïóñòü k ∈ N, β > 0, òîãäà

lim
x→+0

lnk x · xβ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñäåëàåì çàìåíó y = 1
x . Òîãäà lim

x→+0
lnk x·xβ = lim

y→+∞
lnk 1

x

xβ
= lim
y→+∞

(−1)k lnk x
xβ

=

= 0.
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Òåîðåìà 70 (âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). lim
x→0

ex−1
x = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì:

Ëåììà 26. lim
x→+0

(1 + x)
1
x = e.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lim

n→∞
xn = 0, ãäå xn > 0.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë yn =
[

1
xn

]
. Î÷åâèäíî, 1

yn+1 ≤

≤ xn ≤ 1
yn
. Ñëåäîâàòåëüíî

(
1 + 1

yn+1

)yn
≤ (1 + xn)1/xn ≤

(
1 + 1

yn

)yn+1

.

Ïîñêîëüêó lim
n→∞

(
1 + 1

yn+1

)yn
= lim

n→∞

(
1 + 1

yn

)yn+1

= e, òî ïî òåîðåìå î

äâóõ ìèëèöèîíåðàõ lim
n→∞

(1 + xn)1/xn = e,

Ëåììà 27. lim
x→−0

(1 + x)
1
x = e.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lim

n→∞
xn = 0, ãäå xn < 0. Âû-

áåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë yn =
[
− 1
xn

]
. Î÷åâèäíî, − 1

yn
≤ xn ≤

≤ − 1
yn+1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

(
1− 1

yn

)−yn
≤ (1 + xn)1/xn ≤

(
1− 1

yn+1

)−yn−1

.

Çàìåòèì, ÷òî

lim
n→∞

(
1− 1

n

)−n
= lim
n→∞

(
n

n− 1

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n
= e.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

(
1− 1

yn

)−yn
= lim

n→∞

(
1− 1

yn+1

)−yn−1

= e,îòêóäà ïî

òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ è ïîëó÷àåì lim
n→∞

(1 + xn)1/xn = e,

Ëåììà 28. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà èç ïðåäûäóùèõ ëåìì âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò δ1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (0, δ1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|(1 + x)

1
x − e| < ε è ñóùåñòâóåò δ2 > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (−δ2, 0)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |(1 + x)
1
x − e| < ε. Âçÿâ δ = min(δ1, δ2), ïîëó÷èì

îïðåäåëåíèå ïðåäåëà â òî÷êå.

Ëåììà 29. lim
x→0

ln(1+x)
x = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 = ln e = ln lim
x→0

(1 + x)1/x = lim
x→0

ln(1 + x)1/x = lim
x→0

ln(1+x)
x ,
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Äîêàçàòåëüñòâî (Òåîðåìû 70).

Ñäåëàåì çàìåíó y = ex− 1 è ðàññìîòðèì lim
x→0

x
ex−1 = lim

y→0

ln(1+y)
y = 1. Ñëåäî-

âàòåëüíî, lim
x→0

ex−1
x = 1,

Ñëåäñòâèå 26. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Òîãäà

lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a

.

Ñëåäñòâèå 27. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Òîãäà

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a

.

Ñëåäñòâèå 28. Ïóñòü p ∈ R. Òîãäà

lim
x→0

(1 + x)p − 1

x
= p

.

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ çàïèøåì â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìå óòâåðæäå-
íèÿ, äîêàçàííûå â ýòîì ðàçäåëå:

• loga x = o(xα), ïðè x→ +∞, a > 1, α > 0;

• xα = o(ax), ïðè x→ +∞, a > 1, α > 0;

• loga x = o( 1
xα ), ïðè x→ +0, a > 1, α > 0;

• ex = 1 + x+ o(x) ïðè x→ 0;

• ax = 1 + ln a · x+ o(x) ïðè x→ 0, a > 0;

• ln(1 + x) = x+ o(x) ïðè x→ 0;

• loga(1 + x) = x
ln a + o(x), x→ 0, a > 0, a 6= 1;

• (1 + x)p = 1 + p · x+ o(x) ïðè x→ 0.
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Ãëàâà 15

Ïðîèçâîäíàÿ

Ñåðåãà>
Âàíÿ à ïðîèçâîäíàÿ îò òîãî ñàìîãî êàêàÿ?
-=Grek=->
(òîãî ñàìîãî)' = òîãî'*ñàìîãî + òîãî*ñàìîãî' = ýòî
ñàìîãî òîãî ýòîãî

(ïî ìàòåðèàëàì bash.org.ru)

15.1 Ââåäåíèå. Ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

C äðåâíèõ âðåìåí ëþäåé èíòåðåñîâàëà âîçìîæíîñòü èçìåðÿòü ìãíîâåííóþ
ñêîðîñòü.

Íàïðèìåð, èçâåñòåíà àïîðèÿ (ïàðàäîêñ) Çåíîíà Ýëåéñêîãî: ¾Ëåòÿùàÿ
ñòðåëà íåïîäâèæíà, òàê êàê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îíà çàíèìàåò
ðàâíîå ñåáå ïîëîæåíèå, òî åñòü ïîêîèòñÿ; ïîñêîëüêó îíà ïîêîèòñÿ â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè, òî îíà ïîêîèòñÿ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, òî åñòü
íå ñóùåñòâóåò ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðîì ñòðåëà ñîâåðøàåò äâèæå-
íèå.¿

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèì ïàðàäîêñîì, ñëåäóåò êàêèì-òî îá-
ðàçîì èçìåðèòü ñêîðîñòü â áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Íà ïî-
ìîùü íàì ïðèõîäèò òåîðèÿ ïðåäåëîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëîæåíèå òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t çàäàåòñÿ êî-
îðäèíàòîé f(t). Òîãäà ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t0, t0 + ∆t]. Çà
ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè òî÷êà ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå1, ðàâíîå f(t0 + ∆t)−
− f(t0). Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà ýòîì îòðåçêå âðåìåíè ðàâíà

1Òóò ðàññòîÿíèå áåðåòñÿ ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îñè y, è ñî çíàêîì ¾-¿, åñëè îíî ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëå-
íèè.
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f(t0+∆t)−f(t0)
∆t . Ðàññìîòðèì ïðåäåë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè ∆t→ 0. Ýòîò ïðå-

äåë lim
∆t→0

f(t0+∆t)−f(t0)
∆t è íàçûâàþò ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ â ìîìåíò âðåìåíè

t0. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü ìãíîâåííîå óñêîðåíèå lim
∆t→0

v(t0+∆t)−v(t0)
∆t ,

ãäå v(t) � ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ðèñ. 15.1: Çåíîí Ýëåéñêèé

Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî îöå-
íèâàòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îäíîé âåëè÷è-
íû ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ äðóãîé. Òàê,
íàïðèìåð, â ýêîíîìèêå, èñïîëüçóåòñÿ òåð-
ìèí ¾ýëàñòè÷íîñòü¿, êîòîðûé ïîêàçûâàåò,
íàñêîëüêî ñèëüíî ìåíÿåòñÿ îäíà âåëè÷èíà
ïðè ìàëîì èçìåíåíèè äðóãîé. Íàïðèìåð,
Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå � ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü ñïðîñà ê èçìåíåíèþ öåíû (ïðî-
öåíòíîå èçìåíåíèå ñïðîñà íà 1% èçìåíåíèÿ
öåíû), òîæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âè-
äå îòíîøåíèÿ èçìåíåíèé ñïðîñà è öåíû.

x

y

O

A

x0

f(x0)

B

x0 + ∆x

f(x0 + ∆x)

Ðèñ. 15.2: Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

Äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ � ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ (ñì. ðèñ. 15.2). Ðàññìîòðèì òî÷êó A(x0, y0) íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = f(x). Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè x òî÷êà B(x0 + ∆x, y0 + ∆y) áóäåò ðàñ-
ïîëàãàòüñÿ î÷åíü áëèçêî ê òî÷êå A, ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìàÿ AB áóäåò â
êàêîì�òî ñìûñëå áëèçêà ê êàñàòåëüíîé , ïðîâåäåíîé â òî÷êå A ê ãðàôèêó.
Åñëè æå óñòðåìèòü ∆x→ 0, òî â ïðåäåëå, ïîëó÷èì êàñàòåëüíóþ.

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé AB ðàâåí ∆y
∆x = f(x0+∆x)−f(x0)

∆y , ñëåäîâà-

òåëüíî, åãî ïðåäåë lim
∆x→0

f(x0+∆x)−f(x0)
∆y áóäåò óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì êà-

ñàòåëüíîé ê ãðàôèêó.
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15.2 Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 126. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

A = lim
∆x→0

f(x0 + δx)− f(x0)

δx
,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à çíà÷åíèå
ïðåäåëà íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò A =
= f ′(x0)

Îïðåäåëåíèå 127. Åñëè ñóùåñòâóåò A, òàêîå, ÷òî

f(x) = f(x0) +A · (x− x0) + o(x− x0)(x→ x0),

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à âåëè÷èíó A
íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò A = f ′(x0)

Òåîðåìà 71. Îïðåäåëåíèÿ 126 è 127 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A = lim
∆x→0

f(x0+δx)−f(x0)
δx . Òîãäà f(x0+δx)−f(x0)

δx = A+o(1), ñëåäîâàòåëü-

íî f(x0 + δx)− f(x0) = A · δx+ o(δx),
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü f(x0 + δx) = f(x0) + A · δx + o(δx). Òîãäà

lim
∆x→0

f(x0+δx)−f(x0)
δx = lim

∆x→0
(A+ o(δx)

δx ) = A,

Ëåììà 30. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà íåïðå-
ðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

(f(x0) + f ′(x0) · (x−x0) + o(x−x0)) = f(x0),

Ñëåäñòâèå 29. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà
îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uε(x0).

Îïðåäåëåíèå 128. ÌíîæåñòâîM íàçûâàþò îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
a ∈M ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî Uε(a) ⊂M .

Îïðåäåëåíèå 129. Ïóñòü ìíîæåñòâîM îòêðûòî è f äèôôåðåíöèðóåìà âî
âñåõ åãî òî÷êàõ Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà íà M è îáîçíà÷àþò
f ∈ D(M).

Äëÿ íàñ òàêæå âàæåí ñëó÷àé, êîãäà íàäî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå (êîòîðûé, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì ìíîæåñòâîì). Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:
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Îïðåäåëåíèå 130. Åñëè ïðåäåë lim
∆x→+0

f(x0+∆x)−f(x0)
∆x ñóùåñòâóåò, òî ãîâî-

ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà ñïðàâà â òî÷êå x0 è íàçûâàþò
ýòîò ïðåäåë ïðàâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Àíàëîãè÷-
íî, åñëè ïðåäåë lim

∆x→−0

f(x0+∆x)−f(x0)
∆x ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) äèôôåðåíöèðóåìà ñëåâà â òî÷êå x0 è íàçûâàþò ýòîò ïðåäåë ëåâîé
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 131. Åñëè ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b] äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà (a, b), èìååò ïðîèçâîäíóþ ñïðàâà â òî÷êå a è ïðîèçâîäíóþ
ñëåâà â òî÷êå b, òî ãîâîðÿò, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è
îáîçíà÷àþò f ∈ D[a, b].

15.2.1 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ:

Òåîðåìà 72 (Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé). Ïóñòü ôóíêöèè f
è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x. Òîãäà

1. Åñëè C � êîíñòàíòà, òî (Cf(x))′ = Cf ′(x).
2. (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x);
3. (f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x);
4. (f(x)g(x))′ = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x);

5. Åñëè g(x) 6= 0, òî
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü f(x+ ∆x) = f(x) + f ′(x) ·∆x+ o(∆x); g(x+ ∆x) = g(x) + g′(x) ·∆x+
+ o(∆x). Ïðàâèëà 1, 2 è 3 î÷åâèäíû. Äîêàæåì ïðàâèëî 4. Ðàññìîòðèì

f(x+∆x)·g(x+∆x) = (f(x)+f ′(x)·∆x+o(∆x))·(g(x)+g′(x)·∆x+o(∆x)) =

= f(x) · g(x) + f(x)g′(x) ·∆x+ f ′(x)g(x) ·∆x+ f ′(x)g′(x) ·∆x2+

+ (f(x) + f ′(x)∆x) · o(∆x) + o(∆x) · (g(x) + g′(x) ·∆x+ o(∆x)). (15.2.1)

Î÷åâèäíî f ′(x)g′(x) ·∆x2 = o(∆x)(∆x→ 0). Êðîìå òîãî, èç îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèé f(x+ ∆x) è g(x+ ∆x) âûòåêàåò, ÷òî

(f(x) + f ′(x)∆x) · o(∆x) = o(∆x)( ïðè ∆x→ 0)

è

o(∆x) · (g(x) + g′(x) ·∆x+ o(∆x)) = o(∆x)( ïðè ∆x→ 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà 15.2.1 âûòåêàåò f(x+∆x)·g(x+∆x) = f(x)·g(x)+
+ (f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)) ·∆x+ o(∆x)(∆x→ 0),



15.2. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. ÏÐÀÂÈËÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß. 177

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 5 ðàññìîòðèì ïðåäåë: lim
∆x→0

f(x+∆x)
g(x+∆x)

− f(x)
g(x)

∆x .

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå:

f(x+ ∆x)

g(x+ ∆x)
− f(x)

g(x)
=
f(x+ ∆x) · g(x)− f(x) · g(x+ ∆x)

g(x) · g(x+ ∆x)
=

=

(
f(x) + f ′(x) ·∆x+ o(∆x)

)
· g(x)− f(x) ·

(
g(x) + g′(x) ·∆x+ o(∆x)

)
g(x) · g(x+ ∆x)

=

=
(f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)) ·∆x+ o(∆x) · g(x)− f(x) · o(∆x)

g(x) · g(x+ ∆x)

Òîãäà

lim
∆x→0

f(x+∆x)
g(x+∆x) −

f(x)
g(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

(f ′(x)g(x)− f(x)g′(x))o(1) · g(x)− f(x) · o(1)

g(x) · g(x+ ∆x)
=

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
,

Òåîðåìà 73 (Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè). Ïóñòü g(x) äèôôåðåíöèðó-
åìà â òî÷êå x, à f(y) äèôôåðåíöèðóåìà â y = g(x). Òîãäà ôóíêöèÿ h(x) =
= f(g(x)) � èõ êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è åå ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíà h′(x) = f ′(y) · g′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ∆y = g(x+ ∆x)− g(x) = g′(x) ·∆x+ o(∆x). Òîãäà

f(y+ ∆y) = f(y) + f ′(y) ·∆y+ o(∆y) = f(y) + f ′(y) · (g′(x) ·∆x+ o(∆x))+

+ o(g′(x) ·∆x+ o(∆x)) = f(y) + f ′(y)g′(x) ·∆x+ o(∆x),

Ñëåäñòâèå 30. Ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òîãäà(
f(kx+ b)

)′
= k · f ′(kx+ b).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äåéñòâèòåëüíî, k(x+∆x)+b = kx+b+k·∆x, íî (kx+b)′ = k. Ñëåäîâàòåëüíî,(
f(kx+ b)

)′
= f ′(kx+ b) · (kx+ b)′ = k · f ′(kx+ b),

Òåîðåìà 74 (Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è ïðîèçâîäíàÿ íå ðàâíà 0. Ïóñòü g(y) = f−1(y) �
ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê f(x). Òîãäà g(y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y = f(x),
è åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà g′(y) = 1

f ′(g(y)) .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, x′ = 1. Ïðèìåíèâ ê òîæäåñòâó g(f(x)) = x òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé
ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì g′(y) · f ′(x) = 1, ñëåäîâàòåëüíî

g′(y) =
1

f ′(x)
=

1

f ′(g(y))
,

15.2.2 Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé, ëîãàðèôìè÷åñêîé è
ñòåïåííîé ôóíêöèè.

Ëåììà 31. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (1 + 1

mn
)mn , ãäå ∀n ∈ N mn ∈ N

è lim
n→∞

mn = +∞. Òîãäà lim
n→∞

an = e. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (1 + 1
k )k ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
(1 +

+ 1
k )k = e, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü k0 ∈ N, äëÿ êîòîðîãî

e − (1 + 1
k0

)k0 < ε. Òàêèì îáðàçîì äëÿ íåêîòîðîãî n0 = n0(ε) âûïîëíåíî
∀n ≥ n0(mn > k0), ñëåäîâàòåëüíî,

e− (1 +
1

mn
)mn < e− (1 +

1

k0
)k0 < ε,

òî åñòü lim
n→∞

an = e.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ: xn → +0, ïðè n → ∞. Î÷åâèäíî,
lim
n→∞

1
xn

= +∞. Îáîçíà÷èì mn = [ 1
xn

] � öåëàÿ ÷àñòü 1
xn
. Áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü òå xn < 1, äëÿ íèõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

0 < mn ≤
1

xn
< mn + 1

Ñëåäîâàòåëüíî,

(1 +
1

mn + 1
)mn < (1 + xn)

1
xn < (1 +

1

mn
)mn+1.

Òàê êàê mn → +∞ ïðè n→∞,

lim
n→∞

(1 +
1

mn
)mn+1 = lim

n→∞
(1 +

1

mn
)mn(1 +

1

mn
) = e · 1 = e

è

lim
n→∞

(1 +
1

mn + 1
)mn = lim

n→∞

(
(1 +

1

mn + 1
)mn+1/(1 +

1

mn + 1
)

)
= e.
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Ïî òåîðåìå î ¾äâóõ ìèëèöèîíåðàõ¿ lim
n→∞

(1 + xn)
1
xn = e, à ïî îïðåäåëåíèþ

Ãåéíå îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå lim
x→0+

(1 + x)
1
x = e.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
xn ∈ (0, 1) òàêèõ, ÷òî lim

n→∞
xn = 0. Îáîçíà÷èì yn = |xn| = −xn > 0, î÷åâèäíî

lim
n→∞

yn = 0 + . Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå,

lim
n→∞

(1 + xn)
1
xn = lim

n→∞
(1− yn)−

1
yn = lim

n→∞
(1 +

yn
1− yn

)
1
yn =

= lim
n→∞

(1 + zn)
1
zn

+1 = lim
n→∞

(1 + zn)
1
zn (1 + zn) = e · 1 = e,

òàê êàê 0 < zn = yn
1−yn → 0+ ïðè n → ∞. Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå îäíî-

ñòîðîííåãî ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå lim
x→0−

(1 + x)
1
x = e. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ

îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ lim
x→0−

(1 + x)
1
x = lim

x→0+
(1 + x)

1
x = e âûòåêàåò ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðåäåëà lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Ëåììà 32. Ïðåäåë lim
x→0

ln(1+x)
x ñóùåñòâóåò è ðàâåí 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîêàçàòåëüíî�ñòåïåííóþ ôóíêöèþ f(x) =

{
(1 + x)

1
x , x 6= 0

e, x = 0.
.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà (−1,+∞), òàê êàê íà ìíîæå-

ñòâå (−1, 0)
⋃

(0,+∞) ôóíêöèÿ f(x) = eln(1+x)
1
x = e

ln(1+x)
x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à íåïðåðûâíîñòü â íóëå ñëåäóåò
èç ëåììû 31. Äåéñòâèòåëüíî, lim

x→0
f(x) = lim

x→0
(1 + x)

1
x = e = f(0). Ïîýòî-

ìó, ôóíêöèÿ ln f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà (−1,+∞) êàê êîìïîçèöèÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)
1
x = ln f(0) = ln e = 1.

Òåîðåìà 75. Âåðíû ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

1. (ex)′ = ex;

2. (ax)′ = ax ln a;

3. (lnx)′ = 1
x ;

4. (loga x)′ = 1
x ln a

5. (xα)′ = αxα−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

(lnx)′ = limh→0
ln(x+h)−ln x

h = limh→0
ln(1+h

x )

h = 1
x limh→0

ln(1+h
x )

h
x

= 1
x .

(loga x)′ = ( ln x
ln a )′ = 1

x ln a .

ax = y ⇒ x = loga y ⇒ x′ = 1 = (loga y)′ = y′

y ln a ⇒ y′ = y ln a

⇒ (ax)′ = ax ln a, â ÷àñòíîñòè, (ex)′ = ex.
(xα)′ = (eln xα)′ = (eα ln x)′ = eα ln xα 1

x = αxα

x = αxα−1.

15.3 Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

1. C ′ = 0;
2. (ex)′ = ex;
3. (ax)′ = ln a · ax;
4. ln′ x = 1

x ;
5. log′a x = 1

x ln a ;
6. (xα)′ = α · xα−1;
7. sin′ x = cosx;
8. cos′ x = − sinx;
9. tg′ x = 1

cos2 x ;
10. ctg′ x = −1

sin2 x
;

11. arcsin′ x = 1√
1−x2

;
12. arccos′ x = −1√

1−x2
;

13. arctg′ x = 1
1+x2 ;

14. arcctg′ x = −1
1+x2 ;

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Î÷åâèäíî.
2. Ïî òåîðåìå 70 (î âòîðîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå) e∆x = 1 + ∆x+ o(∆x).
Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà ex, ïîëó÷èì ex+∆x = ex + eX ·∆x+ o(∆x) ,
3. Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà ax = ex ln a è òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè;
4. Ôóíêöèÿ ln y ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê y = ex. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé
îáðàòíîé ôóíêöèè ln′ y = 1

ex = 1
y ,

5. Âûòåêàåò èç òîæäåñòâà loga x = ln x
ln a ;

6. xα = eα ln x (xα)′ = α · eα ln x · ln′ x = αxα−1,
7. sin(x+∆x) = sin(x) ·cos ∆x+sin ∆x ·cosx = sinx · (1+o(∆x))+cosx(∆x+
+ o(∆x)) = sinx+ cosx ·∆x+ o(∆x),
8. cos(x+ ∆x) = cosx · cos ∆x− sinx · sin ∆ = cosx · (1 + o(∆x))− sinx(∆x+
+ o(∆x)) = cosx− sinx ·∆x+ o(∆x),
9. tg′ x =

(
sin x
cos x

)′
= sin′ x·cos x−sin x·cos′ x

cos2 x = cos2 x+sin2 x
cos2 x = 1

cos2 x .

10. ctg′ x =
(

cos x
sin x

)′
= cos′ x·sin x−cos x·sin′ x

sin2 x
= − sin2 x−cos2 x

sin2 x
= −1

sin2 x
.

11. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè:

arcsin′ x =
1

sin′(arcsinx)
=

1

cos(arcsinx)
=

1√
1− x2

.
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12. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì: arcsinx+ arccosx = π
2 , ïîëó÷èì:

arccos′ x =
(π

2
− arcsinx

)′
= − arcsin′ x =

−1√
1− x2

.

13. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè:

arctg′ x =
1

tg′(arctg x)
=

1

cos−2(arctg x)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî 1 + tg2 α = cos−2 α. Òîãäà

1

cos−2(arctg x)
=

1

1 + tg2(arctg)
=

1

1 + x2
,

14. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì: arctg x+ arcctg x = π
2 , ïîëó÷èì:

arcctg′ x =
(π

2
− arctg x

)′
= − arctg′ x =

−1

1 + x2 .

15.4 Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé. Òåîðåìû Ôåðìà,
Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøè.

Ëåììà 33. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (íåóáûâàåò) íà
îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà íåì, òî åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ≥ 0 ïðè
âñåõ x ∈ [a, b].

Ðèñ. 15.3: Ï.Ôåðìà(1601�1665)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåóáûâàåò íà [a, b],

òîãäà

{
f(x+ ∆x) ≥ f(x0), ïðè ∆x > 0;

f(x+ ∆x) ≤ f(x0), ïðè ∆x < 0.
.

Â ëþáîì ñëó÷àå, f(x+∆x)−f(x0)
∆x ≥ 0, ñëå-

äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 39 (î ïðåäåëü-
íîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ) f ′(x0) =

= lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x0)
∆x ≥ 0,

Ëåììà 34. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî
óáûâàåò (íåâîçðàñòàåò) íà îòðåçêå [a, b] è
äèôôåðåíöèðóåìà íà íåì, òî åå ïðîèçâîä-
íàÿ f ′(x) ≤ 0 ïðè âñåõ x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.
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Òåîðåìà 76 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå (ìèíè-
ìàëüíîå) íà îòðåçêå [a, b] çíà÷åíèå â òî÷êå x0 ∈ (a, b), ò.å.
max
x∈[a,b]

f(x) = f(x0) (ñîîòâåòñòâåííî min
x∈[a,b]

f(x) = f(x0)) è ïóñòü f(x) äèô-

ôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. Òîãäà f ′(x0) = 0.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî x0 ∈ (a, b) à íå [a, b]. Åñëè x0 ñîâ-
ïàäàåò ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà [a, b], òî ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî. Íà-
ïðèìåð, ìàêñèìóì ôóíêöèè f(x) = x íà îòðåçêå [0, 1] äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
x = 1, íî ïðîèçâîäíàÿ âåçäå ðàâíà 1 è â íîëü íå îáðàùàåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà, max

x∈[a,b]
f(x) = f(x0). Ðàññìîòðèì

A = lim
∆x→+0

f(x+ ∆x)− f(x0)

∆x
.

Î÷åâèäíî, f(x0 + ∆x) ≥ f(x0), ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 39 (î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ) A ≥ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

B = lim
∆x→−0

f(x+ ∆x)− f(x0)

∆x
≤ 0.

A ïîñêîëüêó ïðåäåë lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x0)
∆x (ñîáñòâåííî ïðîèçâîäíàÿ) ñóùåñòâó-

åò, òî îí äîëæåí áûòü ðàâåí 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òî÷êå ìèíèìóìà èëè ìàê-

ñèìóìà êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè (åñëè, êîíå÷íî, îíà ñóùåñòâóåò)
ãîðèçîíòàëüíà.

Óïðàæíåíèå 283. Äîêàçàòü òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x0 � òî÷êà
ìèíèìóìà.

Òåîðåìà 77 (Ðîëëü). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷-
êàõ îòðåçêà [a, b] è ïóñòü f(a) = f(b). Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ (a, b),
òàêàÿ, ÷òî f ′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè f(x) � êîíñòàíòà, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ
f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò f(a) = f(b) õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x1.
Äîïóñòèì f(x1) > f(a) = f(b) (åñëè f(x1) < f(a) = f(b), òî äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî).

Ïî ëåììå ?? ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 50,
îíà ïðèíèìàåò â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå max

x∈[a,b]
f(x) =

= f(x0) > f(a) = f(b), ïðè÷åì x0, î÷åâèäíî, íå ñîâïàäàåò ñ êîíöàìè îòðåçêà
[a, b]. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ôåðìà f ′(x0) = 0,

Òåîðåìà 78 (Ëàãðàíæà). Ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b].
Òîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ (a, b), òàêàÿ, ÷òî f(b)− f(a) = f ′(x0)(b− a).
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x

y

A B

C

Ðèñ. 15.4: Òåîðåìà Ðîëëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = x · (f(a)−
− f(b)) + (b − a)f(x). Î÷åâèäíî, g(a) =
= a·f(a)−a·f(b)+b·f(a)−a·f(a) = b·f(a)−
− a · f(b), g(b) = b · f(a)− b · f(b) + b · f(b)−
−a·f(b) = b·f(a)−a·f(b), à çíà÷èò, ïî òåîðå-
ìå Ðîëëÿ, íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ (a, b), òàêàÿ,
÷òî g′(x0) = f(a)− f(b) + (b− a)f ′(x0) = 0,
ò.å. f(b)− f(a) = f ′(x0)(b− a),

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé òåîðåìû òà-
êîâ: Äëÿ êàæäîé õîðäû [AB] íàéäåòñÿ ïà-
ðàëëåëüíàÿ åé êàñàòåëüíàÿ.

Òåîðåìà 79 (Êîøè). Ïóñòü f(x), g(x) ∈
∈ C[a, b] ∩ D(a, b) è ∀x ∈ (a, b)(g′(x) 6= 0).
Òîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ (a, b) òàêîå, ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(x0)

g′(x0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ∆f = f(b)− f(a), ∆g = g(b)− g(a) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

h(x) = ∆f · g(x)−∆g · f(x).

Ïîñêîëüêó h(a) = h(b) = f(b)g(a)− f(a)g(b) (ïðîâåðüòå ýòî!), òî ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ íàéäåòñÿ x0 ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîãî h′(x0) = ∆f ·g′(x0)−∆g ·f ′(x0) = 0,
à, ñëåäîâàòåëüíî, ∆f · g′(x0) = ∆g · f ′(x0). Ðàçäåëèâ íà g′(x0) 6= 0, ïîëó÷èì
∆f
∆g = f ′(x0)

g′(x0) ,

15.5 ÍåðàâåíñòâàÞíãà, Ã¼ëüäåðà, Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Ñëåäñòâèå 31 (Íåðàâåíñòâî Þíãà). Ïóñòü çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
a, b > 0, òàêèå, ÷òî a+ b = 1. Òîãäà ïðè âñåõ x > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
xa ≤ ax+ b.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = xa − ax, î÷åâèäíî, f(1) = 1 − a = b è
f ′(x) = axa−1 − a = ax−b − a = a

(
1
xb
− 1
)
. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå x > 0 è

ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1. Ïóñòü x > 1, òîãäà, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ñóùåñòâóåò x0 ∈ [1, x], òàêîå,
÷òî f(x) − b = f ′(x0)(x − 1) = a( 1

xb0
− 1)(x − 1). Ïîñêîëüêó x0 > 1, òî

( 1
xb0
− 1) < 0, ñëåäîâàòåëüíî, f(x)− b < 0, ò.å. f(x) < b.

2. Ïóñòü òåïåðü 0 < x < 1, òîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ [x, 1] òàêîå, ÷òî b −
− f(x) = f ′(x0)(1− x) = (axa−1

0 − a)(1− x). Ïîñêîëüêó 0 < x0 < 1, òî
( 1
xb0
− 1) > 0, ñëåäîâàòåëüíî b− f(x) > 0 è, îïÿòü, f(x) < b.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ x > 0, x 6= 1 çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) ìåíüøå b,

Ñëåäñòâèå 32 (Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà). Ïóñòü ÷èñëà p, q > 1 òàêîâû, ÷òî
1
p + 1

q = 1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a1, . . . , an, b1, . . . , bn ≥ 0 âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî:

a1b1 + a2b2 + . . . anbn ≤ (ap1 + ap2 + . . .+ apn)1/p · (bq1 + bq2 + . . .+ bqn)1/q

x

y

C
A

B

Ðèñ. 15.5: Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì ui =
api

ap1+...+apn
è vi =

=
bqi

bq1+...+bqn
, i = 1, ..., n (ñ÷èòàåì, ÷òî íå

âñå a1, . . . , an, b1, . . . , bn ðàâíû íóëþ, èíà-
÷å íåðàâåíñòâî òðèâèàëüíî). Âçÿâ x = ui

vi
,

a = 1
p è b = 1

q çàïèøåì íåðàâåíñòâî Þíãà

â âèäå:
(
ui
vi

)1/p

≤ 1
p ·

ui
vi

+ 1
q . Óìíîæàÿ íà

vi îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà è ïðåîáðàçîâûâàÿ
(íàïîìíèì, ÷òî 1− 1

p = 1
q ), ïîëó÷èì

u
1/p
i · v1/q

i ≤ ui
p

+
vi
q
.

Ïðîñóììèðóåì ïî âñåì i îò 1 äî n è óïðî-
ñòèì:

u
1/p
1 · v1/q

1 + u
1/p
2 · v1/q

2 + . . .+ u1/p
n · v1/q

n ≤ 1
(15.5.1)

(Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
n∑
i=1

ui =
n∑
i=1

vi =

= 1). Ïîäñòàâèâ â 15.5.1 âûðàæåíèÿ äëÿ ui
è vi, èìååì

a1b1 + . . .+ anbn
(ap1 + . . .+ apn)1/p · (bq1 + . . .+ bqn)1/q

≤ 1,

îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Çàìå÷àíèå. ×àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ïðè p = q = 2

ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

a1b1 + a2b2 + . . . anbn ≤
√
a2

1 + a2
2 + . . .+ a2

n ·
√
b21 + b22 + . . .+ b2n.

Îíî óòâåðæäàåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â n�ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ èõ äëèí.

Óïðàæíåíèå 284. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà è íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî?

Ñëåäñòâèå 33. Åñëè α, β, γ � óãëû òðåóãîëüíèêà, òî

sinα+ sinβ + sin γ ≤ 3
√

3

2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàôèêñèðóåì α è îáîçíà÷èì φ = π−α

2 , β = φ − x è γ = φ + x. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ f(x) = sinα+sin(φ−x)+sin(φ+x). Åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f ′(x) =
= − cos(φ−x)+cos(φ+x) = −2 sinφ sinx. Çàìåòèì, ÷òî f ′(x) < 0 ïðè x > 0, è,
íàîáîðîò f ′(x) > 0 ïðè x < 0. Ñëåäîâàòåëüíî f(x) ≤ f(0) = sinα+2 sin π−α

2 .
Áóäåì òåïåðü âàðüèðîâàòü α. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = sinx+2 sin π−x

2 .
Åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà g′(x) = cosx − cos π−x2 = −2 sin x+π

4 sin 3x−π
4 . Çàìå-

òèì, ÷òî g′(x) < 0 ïðè x > π
3 , è, íàîáîðîò, g

′(x) > 0 ïðè x < π
3 . Çíà÷èò

g(x) ≤ g(π3 ) = 3
√

3
2 ,

15.6 Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà 80 (Ïåðâîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü a ∈ R è äëÿ íåêîòîðîãî

ε > 0 ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè
◦
Uε (a) è íå ðàâíû 0

âî âñåõ åå òî÷êàõ. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 è lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = A. Òîãäà

ïðåäåë lim
x→a

f(x)
g(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0, áóäåì ñ÷èòàòü f(a) = g(a) = 0, ïðè

ýòîì ôóíêöèè f è g áóäóò íåïðåðûâíû â a. Èç îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðåäåëà
lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = A âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε),

òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x0 ∈
◦
Uδ (a) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî | f

′(x0)
g′(x0) − A| < ε.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå x ∈
◦
Uδ (a), òîãäà f(x)

g(x) = f(x)−f(a)
g(x)−g(a)

f ′(x0)
g′(x0) , ãäå x0 ∈

∈
◦
Uδ (a) � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà | f(x)

g′(x) − A| < ε. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0

âûòåêàåò, ÷òî lim
x→a

f(x)
g(x) = A,

Òåîðåìà 81 (Âòîðîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü a ∈ R è äëÿ íåêîòîðîãî

ε > 0 ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè
◦
Uε (a) è íå ðàâíû 0

âî âñåõ åå òî÷êàõ. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ±∞ è lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = A. Òîãäà

ïðåäåë lim
x→a

f(x)
g(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(Òî÷íåå èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà) Îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 82 (ÒåîðåìàØòîëüöà). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò è lim

n→∞
yn = +∞. Ïóñòü lim

n→∞
xn+1−xn
yn+1−yn = A. Òîãäà ïðåäåë

lim
n→∞

xn
yn

ñóùåñòâóåò è ðàâåí òîìó æå ÷èñëó A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ìîæíî çàïèñàòü xn+1−xn

yn+1−yn = A+αn, ãäå αn � á.ì.ï.
Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíî. Íàéäåòñÿ N = N(ε/2), òàêîå ÷òî ïðè âñåõ
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n > N |αn| < ε
2 . Äîìíîæèâ íà çíàìåíàòåëü ïîëó÷èì: xn+1 − xn = A(yn+1 −

−yn)+αn · (yn+1−yn). Çàôèêñèðóåì n0 > N è ïðîñóììèðóåì ýòè ðàâåíñòâà
ïî n îò n0 äî m− 1, ïîëó÷èì

xm − xn0 = A(ym − yn0) + αn0(yn0+1 − yn0) + . . .+ αm−1(ym − ym−1).

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå

xm −A · ym = xn0
−A · yn0

+ αn0
(yn0+1 − yn0

) + . . .+ αm−1(ym − ym−1),

è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìîäóëåé:

|xm −A · ym| ≤ |xn0 −A · yn0 |+ |αn0 | · |yn0+1 − yn0 |+ . . .

. . .+ |αm−1| · |ym − ym−1| ≤ |xn0 −A · yn0 |+
ε

2
· (yn0+1 − yn0) + . . .

. . .+
ε

2
· (ym − ym−1) = |xn0

−A · yn0
|+ ε

2
· (ym − yn0

).

Çäåñü ìîäóëè |yk+1−yk| ðàñêðûâàþòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì, ïîñêîëüêó
yn � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàçäåëèì òåïåðü îáå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà íà ym ∣∣∣∣xmym −A

∣∣∣∣ ≤ |xn0
−A · yn0

|
ym

+
ε

2
· (1− yn0

ym
).

Ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ïðè m→∞ ðàâåí ε
2 , ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî M0 åå âåëè÷èíà ìåíüøå ε, òî åñòü |xmym −A| < ε,
Äîêàçàòåëüñòâî (2�ãî ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü xn → a, òàê, ÷òî yn = g(xn) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
lim
n→∞

yn = +∞ (ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ òåîðåìû). Ïî òåîðåìå Êî-

øè íà èíòåðâàëå (xn, xn+1) èëè (xn+1, xn), íàéäåòñÿ òî÷êà cn, òàêàÿ, ÷òî
f(xn+1)−f(xn)
g(xn+1)−g(xn)) = f ′(cn)

g′(cn) Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó cn → a, òî ïðåäåë ýòî-

ãî âûðàæåíèÿ ðàâåí lim
n→∞

f(xn+1)−f(xn)
g(xn+1)−g(xn)) = A. Ïî òåîðåìå Øòîëüöà èìååì:

lim
n→∞

f(xn)
g(xn) = A, à, ñëåäîâàòåëüíî, lim

x→a
f(x)
g(x) = A,



Ãëàâà 16

Êðàòíûå ïðîèçâîäíûå.

Ôîðìóëà Ëåéáíèöà.

Âûïóêëîñòü

16.1 Êðàòíûå ïðîèçâîäíûå.

Îïðåäåëåíèå 132. Êàê ìû óæå âèäåëè ïðîèçâîäíàÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
f(x) (äèôôåðåíöèðóåìîé) òîæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, çíà÷èò îò íå¼ îïÿòü
ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
è îáîçíà÷àåòñÿ f ′′(x) èëè f (2). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðåòüÿ (f ′′′(x) =
= f (3)), ÷åòâåðòàÿ (f ′′′′(x) = f (4)), . . . , n�ÿ ïðîèçâîäíàÿ (f (n)). Ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ, ÷òî f èìååò n−1�þ ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x,
è ýòà n− 1�ÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 133. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ n�þ ïðîèçâîäíóþ âî
âñåõ òî÷êàõ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà M îáîçíà÷àåòñÿ Dn(M).

Îïðåäåëåíèå 134. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èç Dn(M), èìåþùèõ íåïðåðûâ-
íóþ n�þ ïðîèçâîäíóþ âî âñåõ òî÷êàõ îòêðûòîãî ìíîæåñòâàM îáîçíà÷àåòñÿ
Cn(M).

Çàìå÷àíèå Êîãäà ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, íàïðèìåð, â
ñëó÷àå M = [a, b] óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêèå æå îáîçíà÷åíèÿ Dn[a, b] è
Cn[a, b], ïîíèìàÿ ïîä íåïðåðûâíîñòüþ/äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ íåïðåðûâíîñòü/äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ñëåâà èëè ñïðàâà â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöàõ îòðåçêà.

Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå çíà÷åíèÿ n�é ïðîèç-
âîäíîé:

• (xα)(n) = α · (α− 1) · . . . · (α− n+ 1) · xα−n.

• (ax)(n) = (ln a)n · ax.

187
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• loga x
(n) =

(−1)n+1(n− 1)!
lnn a · xn .

• sin(n) x = sin

(
x+ πn

2

)
=

{
(−1)k · sinx, ïðè n = 2k;

(−1)k · cosx, ïðè n = 2k + 1.

• cos(n) x = cos

(
x+ πn

2

)
=

{
(−1)k · cosx, ïðè n = 2k;

(−1)k+1 · sinx, ïðè n = 2k + 1.

Î÷åâèäíî, êðàòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñóììû èëè ðàçíîñòè ôóíêöèé áóäåò
ñóììîé èëè ðàçíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êðàòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ôîð-
ìóëà:

Òåîðåìà 83 (Ôîðìóëà Ëåéáíèöà). Ïóñòü f(x), g(x) ∈ Dn(M), òîãäà

(f(x) · g(x))(n) =

n∑
k=0

Cknf
(k)(x)g(n−k)(x),

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî f (0)(x) = f(x), g(0)(x) = g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.

• Áàçà èíäóêöèè: Äëÿ n = 1 ïîëó÷àåì (f(x)g(x))′ = f(x)g′(x)+f ′(x)g(x)
ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ.

• Øàã èíäóêöèè: Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (f(x)·g(x))(n−1) =
n−1∑
k=0

Ckn−1f
(k)(x)g(n−k−1)(x).

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé:

(f(x) · g(x))(n) =

n−1∑
k=0

Ckn−1

(
f (k+1)(x)g(n−k−1)(x) + f (k)(x)g(n−k)(x)

)
,

îòêóäà èìååì:

(f(x) · g(x))(n) =

n−1∑
k=0

Ckn−1f
(k)(x)g(n−k)(x) +

n∑
k=1

Ck−1
n−1f

(k)(x)g(n−k)(x),

ñëåäîâàòåëüíî,

(f(x) · g(x))(n−1) =
n∑
k=0

(
Ckn−1 + Ck−1

n−1

)
f (k)(x)g(n−k)(x) =

=

n∑
k=0

Cknf
(k)(x)g(n−k)(x).
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16.2 Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè. Òî÷êè ïå-
ðåãèáà. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà.

Îäíèì èç ïðèìåíåíèé êðàòíûõ (òî÷íåå âòîðûõ) ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå ôóíêöèé íà âûïóêëîñòü.

Îïðåäåëåíèå 135. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ïðîìåæóòêå (îòðåçêå,
èíòåðâàëå, ëó÷å, âñåé ïðÿìîé) è ïðèíèìàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç, åñëè å¼ ãðàôèê íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ Df ,
ëåæèò íå âûøå õîðäû (a, f(a))�(b, f(b)) (ñì ðèñ. 16.1). Àíàëîãè÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè âûïóêëîé ââåðõ� ýòî ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé
ëåæèò íå íèæå õîðäû (ñì ðèñ. 16.2).

x

y

A

B

Ðèñ. 16.1: Ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç

Ëåììà 35. Ïóñòü f(x) âûïóêëà âíèç íà [a, b]. Òîãäà äëÿ ëþáûõ p, q ≥ 0,
òàêèõ, ÷òî p+ q = 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

f(pa+ qb) ≤ pf(a) + qf(b).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì òî÷êè A(a, f(a)) è B(b, f(b)) ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x). Î÷å-
âèäíî, òî÷êà C(pa+ qb, pf(a) + qf(b)) ëåæèò íà õîðäå [AB], ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàôèê ëåæèò íèæå ýòîé òî÷êè, à çíà÷èò f(pa+ qb) ≤ pf(a) + qf(b),

Ëåììà 36. Ïóñòü f(x) âûïóêëà ââåðõ íà [a, b]. Òîãäà äëÿ ëþáûõ p, q ≥ 0,
òàêèõ, ÷òî p+ q = 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

f(pa+ qb) ≥ pf(a) + qf(b).
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x

y

A

B

Ðèñ. 16.2: Ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ

Äîêàçàòåëüñòâî.
Àíàëîãè÷íî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷è-
òàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 37. Ïóñòü f ∈ C[a, b] è äëÿ
ëþáûõ a1, b1 ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

f

(
a1 + b1

2

)
≤ f(a1) + f(b1)

2
.

Òîãäà f âûïóêëà âíèç íà îòðåçêå
[a, b].

Çàìå÷àíèå: Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðîâåðêè âûïóêëîñòè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî òîëüêî â ñåðåäèíå îòðåçêà. Äëÿ
ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, íàïðèìåð, ìîæíî ïîñìîò-
ðåòü ôóíêöèþ Äèðèõëå.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå a1, b1 ∈
∈ [a, b] è ïîêàæåì, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè y = f(x) ëåæèò íå âûøå õîðäû [AB] ãäå A(a1, f(a1)) è B(b1, f(b1)).
Äëÿ óäîáñòâà âûïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B:

l(x) = f(a1) +
f(b1)− f(a1)

b1 − a1
· (y − a1).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ξ ∈ [a1, b1]. Áóäåì îïÿòü ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ: Ïóñòü c1 = a1+b1

2 . Åñëè ξ ≥ c1, òî âûáåðåì a2 =
= c1, b2 = b1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì a2 = a1 b2 = c1. Ïîòîì áåðåì
c2 = a2+b2

2 , è.ò.ä.
Äîêàæåì ÷òî f(cn) ≤ l(cn) ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçà

âûòåêàåò èç óñëîâèÿ òåîðåìû. Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü f(an) ≤ l(an) è f(bn) ≤
≤ l(bn), ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

f

(
an + bn

2

)
≤ f(an) + f(bn)

2
≤ l(an) + l(bn)

2
= l(cn).

Òàêèì îáðàçîì f(cn) ≤ l(cn).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ [an, bn] ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå ξ, ñëåäîâàòåëü-

íî, âçÿâ ïðåäåë ïðè n → ∞ ïîëó÷èì lim
n→∞

cn = ξ. Èç íåïðåðûâíîñòè f(x) è

l(x) âûòåêàåò f(ξ) ≤ l(ξ),

Ëåììà 38. Ïóñòü f ∈ C[a, b] è äëÿ ëþáûõ a1, b1 ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî f(a1+b1

2 ) ≥ f(a1)+f(b1)
2 . Òîãäà f âûïóêëà ââåðõ íà îòðåçêå [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî.
Àíàëîãè÷íî. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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x

y

O

A

C

B

D

Ðèñ. 16.3: Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ãðàôèê â 3 òî÷êàõ, òî îí íå ìîæåò áûòü
âûïóêëûì.

Ëåììà 39. Ïóñòü f(x) âûïóêëà âíèç íà [a, b]. Òîãäà ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïåðå-
ñåêàåò ãðàôèê y = f(X) ëèáî â äâóõ òî÷êàõ, ëèáî ïî íåêîòîðîìó îòðåçêó.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òðåõ
òî÷êàõ A, B è C, ïðè÷åì íà îòðåçêå [AC] åñòü òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ãðàôèêå
ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 16.3). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà
ëåæèò íà [AB]. Íî òîãäà òî÷êàD(x0, f(x0)) äîëæíà áûòü ðàñïîëîæåíà íèæå
õîðäû AC (èç âûïóêëîñòè ).

C äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà B äîëæíà ëåæàòü íèæå õîðäû [AD]. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Òåîðåìà 84. Åñëè ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà â îêðåñò-
íîñòè Uε(x0), òî îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f âûïóêëà âíèç.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå x0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ (x0, x0 + ε
2 ) è îáîçíà÷èì ∆x =

= x − x0, ∆f = f(x) − f(x0). Ïóñòü x1 = x0 + ε
2 , x2 = x0 − ε

2 , ðàññìîò-
ðèì òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà ãðàôèêå ôóíêöèè: X(x, f(x)), X0(x0, f(x0)),
X1(x1, f(x1)) è X2(x2, f(x2)).

Èç âûïóêëîñòè ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà X0 ëåæèò íèæå õîðäû XX1, ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà X ëåæèò âûøå ïðÿìîé X0X1 (ñì. Ðèñ. 16.2).

C äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà X ëåæèò íèæå õîðäû X0X2 (òîæå èç âûïóê-
ëîñòè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç k1 è k2 óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ X0X1 è
X0X2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, î÷åâèäíî,

k1∆x < ∆f < k2∆x.

Óñòðåìëÿÿ ∆x→ +0, ïîëó÷èì (ïî ëåììå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ), ÷òî ∆f →
→ 0, ñëåäîâàòåëüíî, f(x)→ f(x0), ò.å. f(x) íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå x0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà ñëåâà. Òàêèì îáðàçîì,
f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
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x

y

O

X1

X2

X0

X

k1

k 2

Ðèñ. 16.4: Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà äóãå X0 ^ X2 ëåæèò âûøå ïðÿìîé X1X0.

Òåîðåìà 85. Åñëè ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà â îêðåñò-
íîñòè Uε(x0), òî îíà îáëàäàåò ïðàâîé è ëåâîé ïðîèçâîäíûìè â òî÷êå x0

1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εn}∞n=1, εn ↓ +0. Ïîñòðîèì äëÿ êàæäî-
ãî n ïðÿìûå X0(n)X1(n) è X0(n)X2(n) êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé
òåîðåìû. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó òî÷êà X2(n+ 1) ëåæèò íèæå
õîðäûX0X2(n), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ k2(n) ÿâëÿ-
åòñÿ óáûâàþùåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé k1(1),
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
k2(n) = K. Ýòà âåëè÷èíà, î÷åâèäíî,

ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ëåâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 86. Ïóñòü f(x) ∈ D2[a, b] è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî f ′′(x) ≥ 0. Òîãäà f(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà îòðåçêå [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå [a1, b1] ⊂ [a, b], ïóñòü c1 � ñåðåäèíà îòðåçêà [a1, b1],
d1 = b!− a1 � åãî äëèíà. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü D = f(a1) + f(b1)− 2f(c1) =
=
(
f(b1) − f(c1)

)
−
(
f(c1) − f(a1)

)
. Ïðåîáðàçîâûâàÿ è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó

Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì:

D =
(
f(b1)− f(c1)

)
−
(
f(c1 − f(a1)

)
=

= f ′(ξ2)(b1 − c1)− f ′(ξ1)(c1 − a1) =
d

2
·
(
f ′(ξ2)− f ′(ξ1)

)
,

ãäå ξ1 ∈ [a1, c1], è ξ2 ∈ [c1, b1]. Ïðèìåíèâ òåîðåìó òåîðåìó Ëàãðàíæà åù¼
ðàç, ïîëó÷èì D = f ′′(ζ) · (ξ2 − ξ1) · d1

2 ≥ 0, ïîñêîëüêó ξ1 ≤ ξ2. Òàêèì îáðà-
çîì, f(a1) + f(b1) ≥ 2f(a1+b1

2 ), ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 37 ãðàôèê ôóíêöèè
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì âíèç,

1Èç âûïóêëîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ íå ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Òàê, íàïðèìåð,
f(x) = |x|, î÷åâèäíî, âûïóêëà âíèç, íî ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 = 0 íå ñóùåñòâóåò.
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Òåîðåìà 87. Ïóñòü f(x) ∈ D2[a, b] è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî f ′′(x) ≤ 0. Òîãäà ãðàôèê f(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ââåðõ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Óïðàæíåíèå.

Òåîðåìà 88. Ïóñòü f(x) ∈ D2[a, b], f ′′(x) ∈ C[a, b] è ãðàôèê f(x) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì âíèç. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] f ′′(x) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ [a, b], â êîòîðîé f ′′(x0) <
< 0. Òîãäà, èç íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé âûòåêàåò, ýòî íåðàâåí-
ñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé ε�îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Âûáåðåì
a1, b1 ∈ Uε(x0), òàê, ÷òî a1 < b1, ïóñòü c1 = a1+b1

2 � ñåðåäèíà îòðåçêà [a1, b1],
d1 = b1 − a1 � åãî äëèíà.

Èç ëåììû 35 (c p = q = 1
2 ) âûòåêàåò, ÷òî ðàçíîñòü

D = f(a1) + f(b1)− 2f(1) ≥ 0.

Ïðåîáðàçîâûâàÿ è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì:

D =
(
f(b1)− f(c1)

)
−
(
f(c1 − f(a1)

)
=

= f ′(ξ2)(b1 − c1)− f ′(ξ1)(c1 − a1) =
d

2
·
(
f ′(ξ2)− f ′(ξ1)

)
,

ãäå ξ1 ∈ [a1, c1], è ξ2 ∈ [c1, b1]. Ïðèìåíèâ òåîðåìó òåîðåìó Ëàãðàíæà åù¼ ðàç,
ïîëó÷èì D = f ′′(ζ) · (ξ2 − ξ1) · d1

2 ≥ 0, ïîñêîëüêó ξ1 ≥ ξ2. Òàêèì îáðàçîì,
f(a1)+f(b1)

2 ≥ f(c1), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 37 ãðàôèê ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì âíèç,

Òåîðåìà 89. Ïóñòü f(x) ∈ D2[a, b], f ′′(x) ∈ C[a, b] è ãðàôèê f(x) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì ââåðõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] f ′′(x) ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ýòè òåîðåìû íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âûïóêëîñòü ãðàôèêà îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñî çíà-
êîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì çíàÿ çíàê ôóíêöèè, åå ïåðâîé è
âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ìîæíî ñóäèòü î ôîðìå ãðàôèêà ôóíêöèè íà äàííîì
ïðîìåæóòêå.

Òåîðåìà 90 (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü f(x) ∈ D2[a, b] âûïóêëà âíèç íà
[a, b] Ïóñòü âûáðàíû òî÷êè x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b] è ÷èñëà m1,m2, . . . ,mn ≥ 0
òàêèå, ÷òî m1 +m2 + . . .+mn = 1. Òîãäà

m1 · f(x1) +m2 · f(x2) + . . .+mn · f(xn) ≥ f(m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn).

Çàìå÷àíèå 1. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå n = 2 òåîðåìà ïðîñòî
ïðåâðàùàåòñÿ â ëåììó 35. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ýòîé ëåììû.
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x

y

O

X1(m1)

Xn(mn)

X2(m2)

. . .Xö.ì.

m1f(x1) + . . .+mnf(xn)

m1x1 + . . .+mnxn

f(m1x1 + . . .+mnxn)

Ðèñ. 16.5: Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà: öåíòð ìàññ ëåæèò âûøå ãðàôèêà.

Çàìå÷àíèå 2. Òå, êòî óâëåêàåòñÿ ôèçèêîé, ëåãêî ïîéìóò ôèçè÷åñêèé
ñìûñë íåðàâåíñòâà Éåíñåíà. Îí îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âçÿòü n òî÷åê ñ ìàññàìè
m1, ... mn íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = f(x), òî öåíòð ìàññ ýòîé ñèñòåìû òî÷åê
áóäåò ëåæàòü âûøå ãðàôèêà (ñì. ðèñ 16.5). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ýòî
î÷åâèäíî, à ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ïðèäåòñÿ äîêàçûâàòü.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.

• Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 2 � ëåììà 35.

• Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà â ñëó÷àå n−1 è äîêà-
æåì äëÿ n. Ïóñòü µ = m1 +m2 + . . .+mn−1 è m′i = mi

µ , i = 1, . . . , n−1.
Î÷åâèäíî, m′1 + . . .+m′n−1 = 1. Îáîçíà÷èì x′1 = m′1x1 +m2x2 + . . .+
+m′n−1xn−1. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè:

m′1 · f(x1) +m′2 · f(x2) + . . .+m′n−1 · f(xn) ≥ f(x′1). (16.2.1)

Òàê êàê, µ+mn = 1, òî ïî ëåììå 35 èìååì:

µf(x′1) +mnf(xn) ≥ f(µx′1 +mnxn) = f(m1x1 +m2x+ 2 + . . .+mnxn).

Ïîäñòàâèâ ýòî â íåðàâåíñòâî 16.2.1, ïîëó÷èì:

µ
(
m′1 · f(x1) +m′2 · f(x2) + . . .+m′n−1 · f(xn)

)
+mnf(xn) ≥

≥ f(m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn).

Ïîñòàâëÿÿ m′i = mi
µ , ãäå i = 1, . . . , n− 1, ïîëó÷àåì â èòîãå:

m1 · f(x1) +m2 · f(x2) + . . .+mn · f(xn) ≥
≥ f(m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn).
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Òåîðåìà 91 (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè). Ïóñòü
f(x) ∈ D2[a, b] âûïóêëà ââåðõ íà [a, b] Ïóñòü âûáðàíû òî÷êè x1, x2, . . . , xn ∈
∈ [a, b] è ÷èñëà m1,m2, . . . ,mn ≥ 0 òàêèå, ÷òî m1 +m2 + . . .+mn = 1. Òîãäà

m1 · f(x1) +m2 · f(x2) + . . .+mn · f(xn) ≤ f(m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn).

Ñëåäñòâèå 34 (Íåðàâåíñòâî Êîøè). Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íåñêîëüêèõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò èõ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûáåðåì â êà÷åñòâå f(x) = lnx. Ïîñêîëüêó ln′′ x = − 1

x2 < 0, òî ãðàôèê
y = lnx áóäåò âûïóêëûì ââåðõ. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ñ îäèíàêî-
âûìè ìàññàìè m1 = m2 = . . . = mn = 1

n , ïîëó÷èì

1

n
(lnx1 + lnx2 + . . .+ lnxn) ≤ ln

(
1

n
(x1 + x2 + . . .+ xn)

)
.

Ïðåîáðàçóåì 1
n (lnx1 +lnx2 + . . .+lnxn) = ln( n

√
x1 · . . . · xn) è âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî lnx åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ:

n
√
x1 · . . . · xn ≤

1

n
(x1 + x2 + . . .+ xn),

Óïðàæíåíèå 285. Äîêàçàòü, ÷òî

(x1 + x2 + . . .+ xn)2 ≤ n(x2
1 + . . .+ x2

n)

Òåîðåìà 92 (Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1,. . . ,an,
b1,. . . , bn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n)(b21 + b22 + . . .+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)2

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà a1, . . . , an, b1, . . . , bn > 0
Ôóíêöèÿ f(x) = x2 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç. Îáîçíà÷èì M = b21 + . . . + b2n
âûáåðåì mi =

b2i
M è xi = ai

bi
è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà. Ïîëó÷èì:

m1 · x2
1 +m2 · x2

2 + . . .+mn · x2
n ≥ (m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn)2.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî mix
2
i =

a2
i

M è mixi = aibi
M ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî ê

âèäó
a2

1 + a2
2 + . . .+ a2

n

M
≥
(
a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn

M

)2

.

Çàòåì óìíîæèì îáå ÷àñòè íà M2 è ïîäñòàâëÿÿ M = b21 + . . .+ b2n, ïîëó÷èì

(a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n)(b21 + b22 + . . .+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)2.
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x

y

y = 1

y = cosx

y = 1− x2

2

Ðèñ. 16.6: Ïðèìåð êàñàíèÿ 1�ãî è 3�ãî ïîðÿäêà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a1, . . . , an, b1, . . . , bn
ïîäñòàâèì èõ ìîäóëè â óêàçàííîå íåðàâåíñòâî, à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî

(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)2 ≤ (|a1||b1|+ |a2||b2|+ . . .+ |an||bn|)2.

16.3 Ïîðÿäîê êàñàíèÿ. Êðóã êðèâèçíû, ýâîëþ-
òà è ýâîëüâåíòà.

Îïðåäåëåíèå 136. Ïóñòü êðèâûå y = f(x) è y = g(x) ïåðåñåêàþòñÿ â íåêî-
òîðîé òî÷êå x = x0 è ôóíêöèè f, g äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà
óãëîì ìåæäó êðèâûìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåí-
íûìè â òî÷êå x0 ê ýòèì êðèâûì, ò.å. | arctg(f ′(x0))− arctg(g′(x0))|.

Îïðåäåëåíèå 137. Åñëè êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x0 ïîä óãëîì, ðàâ-
íûì 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî êðèâûå êàñàþòñÿ â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 138. Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâûå y = f(x) è y = g(x) èìåþò êà-
ñàíèå n−ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0, åñëè f(x0) = g(x0), f ′(x0) = g′(x0),
f ′′(x0) = g′′(x0), ...(n)f(x0) = g(n)(x0), íî f (n+1)(x0) 6= g(n+1)(x0).

Ïðèìåð. Êðèâàÿ y = cosx èìååò â òî÷êå (0,1) êàñàíèå 1�ãî ïîðÿäêà ñ
ïðÿìîé y = 1 è êàñàíèå 3�ãî ïîðÿäêà ñ êðèâîé y = 1− x2

2 (ñì. ðèñ. 16.3).
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x

y

O

(xc, yc)

A

x0 − ε

X

x0

B

x0 + ε

y = f(x)

x

y

O

(xc, yc)

A

x0 − ε

X

x0

B

x0 + ε

y = f(x)

Ðèñ. 16.7: Êðóã êðèâèçíû.

Îïðåäåëåíèå 139. Îêðóæíîñòü (x−xc)2 +(y−yc)2 = R2, èìåþùàÿ ñ äàí-
íîé êðèâîé y = f(x) êàñàíèå â òî÷êå x0 íå íèæå 2�ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ
êðóã êðèâèçíû â ýòîé òî÷êå. Òî÷êà (xc, yc) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì êðèâèç-
íû, R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû, à âåëè÷èíà k = 1

R � êðèâèçíîé.
Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ êðèâèçíû (xc, yc) íàçûâàåòñÿ ýâîëþòîé äàí-
íîé êðèâîé.

Òåîðåìà 93. Ïóñòü f ∈ D2(x0) è f ′′(x0) 6= 0. Òîãäà ðàäèóñ è öåíòð êðè-
âèçíû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (îáîçíà÷åíèÿ y′ = f ′(x0), y′′ = f ′′(x0),
c =

√
1 + f ′(x0)2:

• R =
(
√

1+(y′)2)3

|y′′| ;

• xc = x0 − (1+(y′)2)y′

y′′ ;
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• yc = y0 + 1+(y′)2

y′′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1�é è 2�é ïðîèçâîäíîé.

Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (x− xc)2 + (y− yc)2 = R2 è âûðàçèì èç
íåãî y = f(x) = yc ±

√
R2 − (x− xc)2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì çíàê

¾+¿, äëÿ ¾-¿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íàéäåì ïðîèçâîäíûå:

f ′(x) =
−(x− xc)√
R2 − (x− xc)2

;

f ′′(x) =
−
√
R2 − (x− xc)2 − (x−xc)2√

R2−(x−xc)2

R2 − (x− xc)2
.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ∆x = x−xc, ∆y = y−yc =
√
R2 − (x− xc)2,

è ðåøèì îòíîñèòåëüíî íèõ ñëåäóþùöþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:y
′ = −∆x

∆y ;

y′′ =
−∆y−∆2x

∆y

∆2y .

Ýòà ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç óñëîâèÿ êàñàíèÿ 2�ãî ïîðÿäêà, ò.å. ðàâåíñòâà ïåð-
âîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ. Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ∆x =

= −y′∆y è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå: y′′ = − 1+(y′)2

∆y , îòêóäà

∆y = −1 + (y′)2

y′′
.

Òîãäà

∆x = −y′∆y =
y′(1 + (y′)2)

y′′
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

R =
√

∆2x+ ∆2y =
(
√

1 + (y′)2)3

|y′′|
.

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ∆x è ∆y èõ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ öåíòðà è
ðàäèóñà êðóãà êðèâèçíû.

Ïîðÿäîê êàñàíèÿ òåñíî ñâÿçàí ñ òåì, íàñêîëüêî áëèçêî ïðîõîäÿò êðèâûå
â îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè.

Òåîðåìà 94. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ôóíêöèè f(x), g(x) ∈ Cn(Uε(x0))
è êðèâûå y = f(x) è y = g(x) èìåþò êàñàíèå ïîðÿäêà n èëè áîëåå â òî÷êå
x0. Òîãäà f(x) = g(x) + o

(
(x− x0)n

)
ïðè x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå f(x)−g(x)
(x−x0)n è ïðèìåíèì n ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→x0

f(x)− g(x)

(x− x0)n
= lim
x→x0

f (n)(x)− g(n)(x)

n!
= 0,
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ïîñêîëüêó n−ûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû.
Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ìíîãî ïîëåçíûõ ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé, íàïðèìåð:

• sinx = x− x3

6 + o(x4) ïðè x→ 0;

• cosx = 1− x2

2 + o(x3) ïðè x→ 0;

•
√

1 + x = 1 + x
2 + o(x) ïðè x→ 0;

• (1 + x)α = 1 + αx+ o(x) ïðè x→ 0;

• ln 1 + x = x− x2

2 + o(x2) ïðè x→ 0;

• ... È ýòîò ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæàòü äî áåñêîíå÷íîñòè ...

Äëÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè ðàçíîñòè ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåñêîëüêî âñïî-
ìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 40. Ïóñòü f(x) òàêîâà, ÷òî f(x0) = f ′(x0) = . . . = f (n) = 0,
ïðè÷åì f (n+1) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ [x0, x0 + ε] (ãäå ε > 0). Òîãäà f(x) ≥ 0 ïðè
âñåõ x ∈ [x0, x0 + ε].

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.

• Áàçà èíäóêöèè: n = 1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ [x0, x0 + ε], ïî òåî-
ðåìå Ëàãðàíæà f(x) = f(x0) + f ′(ξ) · (x − x0) ≥ 0, ò.ê. f ′(ξ) ≥ 0 ïî
óñëîâèþ è x− x0 ≥ 0 ïî âûáîðó òî÷êè x.

• Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n−1. Ïðèìåíèì åãî
ê f ′(x), ïîëó÷èì, ÷òî f ′(x) ≥ 0 íà îòðåçêå [x0, x0 + ε]. Ïðèìåíèì áàçó
èíäóêöèè è ïîëó÷èì, ÷òî f(x) ≥ 0 íà ýòîì îòðåçêå.

Ëåììà 41 (Î ñðàâíåíèè ôóíêöèé). Ïóñòü êðèâûå y = f(x) è y = g(x)
èìåþò êàñàíèå n−ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0, ò.å. f(x0) = g(x0), f ′(x0) =
= g′(x0), f ′′(x0) = g′′(x0), ...f (n)(x0) = g(n)(x0), è ïðè ýòîì âî âñåõ òî÷êàõ
îòðåçêà [x0, x0 + ε] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f (n+1)(x) ≥ g(n+1)(x).

Òîãäà íà ýòîì îòðåçêå f(x) ≥ g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì F (x) = f(x) − g(x). Äëÿ íåå âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 41,
îòêóäà F (x) ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) ≥ g(x).

Ñëåäñòâèå 35. Ïóñòü êðèâûå y = f(x) è y = g(x) èìåþò êàñàíèå n−ãî
ïîðÿäêà â òî÷êå x0, ò.å. f(x0) = g(x0), f ′(x0) = g′(x0), f ′′(x0) = g′′(x0),
...f (n)(x0) = g(n)(x0), è ïðè ýòîì âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [x0 − ε, x0] âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(−1)n+1f (n+1)(x) ≥ (−1)n+1g(n+1)(x).

Òîãäà íà ýòîì îòðåçêå f(x) ≥ g(x).



200ÃËÀÂÀ 16. ÊÐÀÒÍÛÅÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ. ÔÎÐÌÓËÀËÅÉÁÍÈÖÀ. ÂÛÏÓÊËÎÑÒÜ

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèìåíèòü ëåììó 41 ê ôóíêöèÿì f(2x0 − x) è f(2x0 − y).

Ëåììà 42. Ïóñòü f(x) òàêîâà, ÷òî f(x0) = f ′(x0) = . . . = f (n) = 0,
ïðè÷åì |f (n+1)| ≤ A ïðè âñåõ x ∈ [x0 − ε, x0 + ε] (ãäå ε > 0). Òîãäà

|f(x)| ≤ A · xn+1

(n+ 1)!

ïðè ëþáûõ x ∈ [x0 − ε, x0 + ε].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåíèì ëåììó 41 (î ñðàâíåíèè) ê ôóíêöèÿì f(x) è g(x) = A · xn+1

(n+1)!

íà îòðåçêå [x0, x0 + ε]. Ïîëó÷èì f(x) ≤ A · xn+1

(n+1)! . Ïðèìåíèâ ê −f(x) è

g(x), ïîëó÷èì −f(x) ≤ A · x
n+1

(n+1)! . Ñëåäîâàòåëüíî, |f(x)| ≤ |g(x)| íà [x0, x0 +

+ ε]. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà íà îòðåçêå [x0 − ε, x0] ïðåäîñòàâëÿåòñÿ â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 36 (Î ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ). Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x)
èìåþò êàñàíèå n−ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0, ïðè÷åì |fn+1 − gn+1| ≤ A íà
îòðåçêå ìåæäó òî÷êàìè x0 è x0 ± ε, òî f(x) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî
ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå

f(x) ≈ g(x)±A · εn+1

(n+ 1)!
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü
√

5
ïðè ïîìîùè òàêîãî ïðèåìà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =
√

4 + x â òî÷êå x0 = 0. Â íåé f(x0) = 2,
f ′(x0) = 1

4 . Ëåãêî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ êàñàíèå 1-ãî
ïîðÿäêà: g1(x) = 2 + x

4 . Ïîäñòàâëÿÿ x = 1, ïîëó÷èì f(1) ≈ 1.25. Îöåíèì
ïîãðåøíîñòü � íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′(x) = − 1

4 · (4 + x)−3/2, î÷å-
âèäíî, |f ′′| ≤ 1

32 íà îòðåçêå [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõî-

äèò 1
32 ·

12

2! = 1
64 . Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íà êàëüêóëÿòîðå ëåãêî ïîñ÷èòàòü√

5 = 2, 236 . . .

Äîïóñòèì, íàñ íå óñòðàèâàåò è ìû õîòèì ïîëó÷èòü áîëüøóþ òî÷íîñòü.
Ïîñòðîèì ïàðàáîëó, èìåþùóþ âòîðîé ïîðÿäîê êàñàíèÿ. Íàõîäèì f ′′(x0) =

= − 1
32 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g2(x) = 2 + x

4 −
x2

64 . Ïîäñòàâèâ x = 1, ïî-
ëó÷àåì f(1) ≈ g(1) = 1.234375. Êàêîâà æå ïîãðåøíîñòü? Íàéäåì òðåòüþ
ïðîèçâîäíóþ f ′′′(x) = 3

8 · (4 + x)−5/2, î÷åâèäíî, |f ′′| ≤ 3
256 íà îòðåçêå [0, 1].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 3
256 ·

13

3! = 1
512 < 0.002.

Èòàê, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷åì áîëüøå ïîðÿäîê êàñàíèÿ, òåì áîëüøóþ òî÷-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü.
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16.4 Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà. Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Îïðåäåëåíèå 140. Ïóñòü f ∈ Dn(a). Ìíîãî÷ëåí

Pn(x) = f(a) + f ′(a) · (x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà, à ôóíêöèÿ Rn(x) = f(x) − Pn(x) �
åãî îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì.

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî Pn(a) = f(a), P ′n(a) =

= f ′(a) . . .P (n)
n (a) = f (n)(a), ò.å. îáëàäàåò ïîðÿäêîì êàñàíèÿ íå ìåíüøå n.

Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè a îí ¾ìàëî îòëè÷àåòñÿ¿ îò
èñõîäíîé ôóíêöèè f(x). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷èò ¾ìàëî
îòëè÷àåòñÿ¿.

Òåîðåìà 95. Ïóñòü f ∈ Dn(a) è f (n) ∈ C(a). Òîãäà

Rn(x) = o
(
(x− a)n

)
(x→ a),

ò.å.

f(x) = f(a) + f ′(a) · (x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .

. . .+
f (n)(a)

n!
(x− a)n + o

(
(x− a)n

)
ïðè x→ a. (16.4.1)

Ôîðìóëà 16.4.1 íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-
ìå Ïåàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 94) Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Rn(x)
(x− a)n

è ïðèìåíèì n ðàç

ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→a

Rn(x)

(x− a)n
= lim
x→a

f (n)(x)− f (n)(a)

n!
= 0,

16.5 Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Âñå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçëîæåíèè ïðè a = 0 (ðÿä Ìàêëîðåíà).

1. Îäíà èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ôîðìóë ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ex, ïîñêîëüêó (ex)(n) =

= ex. Ïðè a = 0 èìååì:ex = 1 + x+ x2

2! + x3

3! + . . .+ xn

n! + o(xn).

2. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè: ax = 1 + x ln a + x2

2! ln2 a +

+ . . .+ xn

n! · ln
n a+ o(xn).
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3. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ: (1+x)α = 1+α·x+α(α−1)
2! ·x2+. . .+α(α−1)·...·(α−n+1)

n! +
+ o(xn). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íàòóðàëüíîãî α çäåñü ïðè n ≥ α ïîëó-
÷àåòñÿ ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà.

4. sinx = x− x3

3! + x5

5! − . . .+
(−1)nx2n+1

(2n+1)! + o(x2n+2).

5. cosx = 1− x2

2! + x4

4! − . . .+
(−1)nx2n

(2n)! + o(x2n+1).

6. ln(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 −
x4

4 + . . .+ (−1)n+1xn

n + o(xn).

16.6 Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ôîðìû çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü èõ äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 43 (Îáùàÿ ôîðìà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà). Ïóñòü f ∈ Dn+1(Uε(a))
è g ∈ D(Uε(a)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Uε(a) ñóùåñòâóåò ξ = ξ(x0) ∈ [a, x0]
èëè [x0, a], òàêîå, ÷òî

Rn(x0) =
g(x0)− g(a)

g′(ξ)
· f

n+1(ξ)

n!
· (x0 − ξ)n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ: h(x) = f(x0) −
n∑
k=0

f (k)(x)
k! · (x0 − x)k.

Çàìåòèì, ÷òî h(x0) = 0, h(a) = Rn(x0) è

h′(x) = −f ′(x)+
(
−f ′′(x)(x0−x)+f ′(x)

)
+
(−f ′′′(x)

2!
(x0−x)2+f ′′(x)(x0−x)

)
+. . .

. . .+
(−f (n)(x)

(n− 1)!
(x0 − x)n−1 +

f (n−1)(x)

(n− 2)!
(x0 − x)n−2

)
+

+
(−f (n+1)(x)

n!
(x0 − x)n +

f (n)(x)

(n− 1)!
(x0 − x)n−1

)
=

=
−f (n+1)(x)

n!
(x0 − x)n.

Ïî òåîðåìå Êîøè íàéäåòñÿ ξ ∈ [a, x0] òàêàÿ, ÷òî

h(x0)− h(a)

g(x0)− g(a)
=
h′(ξ)

g′(ξ)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

−Rn(x0)

g(x0)− g(a)
=
−f (n+1)(ξ)

g′(ξ) · n!
(x0 − ξ)n,
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ñëåäîâàòåëüíî

Rn(x0) =
g(x0)− g(a)

g′(ξ)
· f

n+1(ξ)

n!
· (x0 − ξ)n.

Ñëåäñòâèå 37 (Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà). Ïóñòü f ∈ Dn+1(Uε(a)).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Uε(a) ñóùåñòâóåò ξ = ξ(x0) ∈ [a, x0] èëè [x0, a], òà-
êîå, ÷òî

Rn(x0) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x0 − a)n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîçüìåì g(x) = (x0 − x)n è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùèì óòâåðæäåíèåì:

Rn(x) =
0− (x0 − a)n+1

−(n+ 1)(x0 − ξ)n
· f

(n+1)(ξ)

n!
· (x0 − ξ)n =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x0 − a)n+1.

Ñëåäñòâèå 38 (Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè). Ïóñòü f ∈ Dn+1(Uε(a)).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Uε(a) ñóùåñòâóåò θ ∈ (0, 1), òàêîå, ÷òî

Rn(x0) =
f (n+1)

(
a+ (x0 − a) · θ

)
n!

· (1− θ)n(x0 − a)n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîçüìåì g(x) = x, òîãäà

Rn(x0) =
x0 − a

1
· f

(n+1)(ξ)

n!
· (x0 − ξ)n. (16.6.1)

Ïóñòü θ = ξ−a
x0−a , òîãäà 1− θ = x0−ξ

x0−a , ñëåäîâàòåëüíî x0− ξ = (1− θ) · (x0− a).
Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî (x0 − ξ)n = (1 − θ)n · (x0 − a)n â óðàâíåíèå 16.6.1,

ïîëó÷èì: Rn(x0) = (x0 − a) · f
(n+1)(ξ)
n! · (1 − θ)n · (x0 − a)n. À ïîñêîëüêó

ξ = a+ (x0 − a) · θ, òî Rn(x0) =
f(n+1)

(
a+(x0−a)·θ

)
n! · (1− θ)n(x0 − a)n+1,

Ñëåäñòâèå 39 (Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Øë¼ìèëüõà�Ðîøà). Ïóñòü f ∈
∈ Dn+1(Uε(a)) è p � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ Uε(a) ñóùåñòâóåò ξ = ξ(x0) ∈ [a, x0] èëè [x0, a], òàêîå, ÷òî

Rn(x0) =
f (n+1)(ξ)

n! · p
(x0 − a)p · (x0 − ξ)n−p.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûáåðåì g(x) = (x0−x)p. Òîãäà g(x0) = 0, g(a) = (x0−a)p è g′(ξ) = −p·(x0−
− ξ)p−1, ñëåäîâàòåëüíî

Rn(x0) =
−(x0 − a)p

−p(x0 − ξ)p−1
· f

(n+1)(ξ)

n!
·(x0−ξ) =

f (n+1)(ξ)

n! · p
(x0−a)p ·(x0−ξ)n−p,

16.7 Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ïðè-
áëèæåííûõ âû÷èñëåíèé

Ôîðìóëà Òåéëîðà ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü, êàê âåäåò ñåáÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
âáëèçè çàäàííîé òî÷êè. Çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ôîð-
ìóëû ïðèâîäèò Ðè÷àðä Ô. Ôåéíìàí â ñâîåé êíèãå ¾Âû, êîíå÷íî, øóòèòå,
ìèñòåð Ôåéíìàí¿.

Êîãäà ÿ âïåðâûå ïîïàë â Áðàçèëèþ, ÿ êàê-òî ðàç îáåäàë, íå ïîìíþ âî ñêîëüêî,
� ÿ ïîñòîÿííî ïðèõîäèë â ðåñòîðàí íå âîâðåìÿ, � ïîýòîìó è îêàçàëñÿ åäèíñòâåí-
íûì ïîñåòèòåëåì. ß åë ðèñ ñ áèôøòåêñîì (êîòîðûé îáîæàë), à íåïîäàëåêó ñòîÿëè
÷åòûðå îôèöèàíòà.

Òóò â ðåñòîðàí âîøåë ÿïîíåö. ß óæå ðàíüøå âèäåë åãî: îí áðîäèë ïî ãîðîäó,
ïûòàÿñü ïðîäàòü ñ÷åòû. Îí íà÷àë ðàçãîâàðèâàòü ñ îôèöèàíòàìè è áðîñèë èì
âûçîâ, çàÿâèâ, ÷òî ìîæåò ñêëàäûâàòü ÷èñëà áûñòðåå, ÷åì ëþáîé èç íèõ.

Îôèöèàíòû íå õîòåëè ïîòåðÿòü ëèöî, ïîýòîìó ñêàçàëè: ¾Äà, äà, êîíå÷íî. À
ïî÷åìó áû Âàì íå ïîéòè ê òîìó ïîñåòèòåëþ è íå óñòðîèòü ñîðåâíîâàíèå ñ íèì?¿

Ýòîò ÷åëîâåê ïîäîøåë êî ìíå. ß ïîïûòàëñÿ ñîïðîòèâëÿòüñÿ: ¾ß ïëîõî ãîâîðþ
íà ïîðòóãàëüñêîì!¿ Îôèöèàíòû çàñìåÿëèñü. ¾Ñ ÷èñëàìè ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ¿,
� ñêàçàëè îíè.

Îíè ïðèíåñëè ìíå êàðàíäàø è áóìàãó.

×åëîâåê ïîïðîñèë îôèöèàíòà íàçâàòü íåñêîëüêî ÷èñåë, êîòîðûå íóæíî ñëî-
æèòü. Îí ðàçáèë ìåíÿ íàãîëîâó, ïîòîìó ÷òî ïîêà ÿ ïèñàë ÷èñëà, îí óæå ñêëàäûâàë
èõ.

Òîãäà ÿ ïðåäëîæèë, ÷òîáû îôèöèàíò íàïèñàë äâà îäèíàêîâûõ ñïèñêà ÷èñåë è
îòäàë èõ íàì îäíîâðåìåííî. Ðàçíèöà îêàçàëàñü íåáîëüøîé. Îí îïÿòü âûèãðàë ó
ìåíÿ ïðèëè÷íîå âðåìÿ.

Îäíàêî ÿïîíåö âîøåë â ðàæ: îí õîòåë ïîêàçàòü, êàêîé îí óìíûé. ¾Multiplicao2!¿
� ñêàçàë îí.

Êòî-òî íàïèñàë çàäà÷ó. Îí ñíîâà âûèãðàë ó ìåíÿ, õîòÿ è íå òàê ìíîãî, ïîòîìó
÷òî ÿ äîâîëüíî ïðèëè÷íî óìåþ óìíîæàòü.

À ïîòîì ýòîò ÷åëîâåê ñäåëàë îøèáêó: îí ïðåäëîæèë äåëåíèå. Îí íå ïîíèìàë
îäíîãî: ÷åì ñëîæíåå çàäà÷à, òåì ó ìåíÿ áîëüøå øàíñîâ ïîáåäèòü.

Íàì äàëè äëèííóþ çàäà÷ó íà äåëåíèå. Íè÷üÿ.

Ýòî âåñüìà îáåñïîêîèëî ÿïîíöà, ïîòîìó ÷òî îí ÿâíî ïðåêðàñíî óìåë âûïîë-
íÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ïîìîùüþ ñ÷åò, à òóò åãî ïî÷òè ïîáåäèë êàêîé�òî
ïîñåòèòåëü ðåñòîðàíà.

2Óìíîæåíèå (ïîðò.) � Ïðèì. ïåð.
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¾Raios cubicos!¿ � ìñòèòåëüíî ãîâîðèò îí. Êóáè÷åñêèå êîðíè! Îí õî÷åò áðàòü
êóáè÷åñêèå êîðíè ñ ïîìîùüþ àðèôìåòèêè! Òðóäíî íàéòè áîëåå ñëîæíóþ ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ çàäà÷ó â àðèôìåòèêå. Äîëæíî áûòü, ýòî áûë åãî êîíåê â óïðàæíå-
íèÿõ ñî ñ÷åòàìè.

Îí ïèøåò íà áóìàãå ÷èñëî � ëþáîå áîëüøîå ÷èñëî � ÿ äî ñèõ ïîð åãî ïîìíþ:
1729,03. Îí íà÷èíàåò ðàáîòàòü ñ ýòèì ÷èñëîì è ïðè ýòîì ÷òî�òî áîðìî÷åò è âîð-
÷èò: ¾Áó�áó�áó�õì�ãì�áó�áó¿, � îí òðóäèòñÿ êàê äåìîí! Îí ïðîñòî ïîãðóæàåòñÿ
â ýòîò êóáè÷åñêèé êîðåíü!

ß æå òåì âðåìåíåì ïðîñòî ñèæó íà ñâîåì ìåñòå.

Îäèí èç îôèöèàíòîâ ãîâîðèò: ¾×òî Âû äåëàåòå?¿

ß óêàçûâàþ íà ãîëîâó. ¾Äóìàþ!¿ � ãîâîðþ ÿ. Çàòåì ïèøó íà áóìàãå 12. Åùå
÷åðåç êàêîå�òî âðåìÿ � 12,002.

×åëîâåê ñî ñ÷åòàìè âûòèðàåò ñî ëáà ïîò è ãîâîðèò: ¾Äâåíàäöàòü!¿

¾Î, íåò! � âîçðàæàþ ÿ. � Áîëüøå öèôð! Áîëüøå öèôð!¿ ß çíàþ, ÷òî, êîãäà ñ
ïîìîùüþ àðèôìåòèêè áåðåøü êóáè÷åñêèé êîðåíü, òî êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ öèôðà
òðåáóåò áîëüøåãî òðóäà, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Ýòî ðàáîòà íå èç ëåãêèõ.

Îí îïÿòü óõîäèò â ðàáîòó è ïðè ýòîì áîðìî÷åò: ¾Óô�ôûð�õì�óô�õì�ãì. . . ¿.
ß æå äîáàâëÿþ åùå äâå öèôðû. Íàêîíåö, îí ïîäíèìàåò ãîëîâó è ãîâîðèò: ¾12, 0!¿

Îôèöèàíòû ïðîñòî ñâåòÿòñÿ îò ñ÷àñòüÿ. Îíè ãîâîðÿò ÿïîíöó: ¾Ñìîòðèòå! Îí
äåëàåò ýòî â óìå, à Âàì íóæíû ñ÷åòû! È öèôð ó íåãî áîëüøå!¿

Îí áûë àáñîëþòíî èçìîòàí è óøåë, ïîáåæäåííûé è óíèæåííûé. Îôèöèàíòû
ïîçäðàâèëè äðóã äðóãà.

Êàêèì æå îáðàçîì ïîñåòèòåëü âûèãðàë ó ñ÷åòîâ? ×èñëî áûëî 1729, 03. ß ñëó-
÷àéíî çíàë, ÷òî â êóáè÷åñêîì ôóòå 1728 êóáè÷åñêèõ äþéìîâ3), òàê ÷òî áûëî ÿñíî,
÷òî îòâåò íåìíîãèì áîëüøå 12. Èçëèøåê æå, ðàâíûé 1,03, � ýòî âñåãî ëèøü îäíà
÷àñòü èç ïî÷òè 2000, à âî âðåìÿ êóðñà èñ÷èñëåíèÿ ÿ çàïîìíèë, ÷òî äëÿ ìàëåíüêèõ
äðîáåé èçëèøåê êóáè÷åñêîãî êîðíÿ ðàâåí îäíîé òðåòè èçëèøêà ÷èñëà. Òàê ÷òî
ìíå ïðèøëîñü ëèøü íàéòè äðîáü 1

1728
, çàòåì óìíîæèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà

4 (ðàçäåëèòü íà 3 è óìíîæèòü íà 12). Âîò òàê ìíå óäàëîñü ïîëó÷èòü öåëóþ êó÷ó
öèôð.

Íåñêîëüêî íåäåëü ñïóñòÿ ýòîò ÷åëîâåê âîøåë â áàð òîãî îòåëÿ, â êîòîðîì ÿ
îñòàíîâèëñÿ. Îí óçíàë ìåíÿ è ïîäîøåë. ¾Ñêàæèòå ìíå, � ñïðîñèë îí, � êàê Âàì
óäàëîñü òàê áûñòðî ðåøèòü çàäà÷ó ñ êóáè÷åñêèì êîðíåì?¿

ß íà÷àë îáúÿñíÿòü, ÷òî èñïîëüçîâàë ïðèáëèæåííûé ìåòîä, è ìíå äîñòàòî÷íî
áûëî îïðåäåëèòü ïðîöåíò îøèáêè. ¾Äîïóñòèì, Âû äàëè ìíå ÷èñëî 28. Êóáè÷åñêèé
êîðåíü èç 27 ðàâåí 3. . . ¿

Îí áåðåò ñ÷åòû: ææææææææææææææææ � ¾Äà¿, � ñîãëàøàåòñÿ îí.

È òóò äî ìåíÿ äîõîäèò: îí íå çíàåò ÷èñåë. Êîãäà ó òåáÿ åñòü ñ÷åòû, íå íóæ-
íî çàïîìèíàòü ìíîæåñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ êîìáèíàöèé; íóæíî ïðîñòî íàó÷èòñÿ
ùåëêàòü êîñòÿøêàìè ââåðõ�âíèç. Íåò íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü, ÷òî 9 + 7 =
16; òû ïðîñòî çíàåøü, ÷òî êîãäà ïðèáàâëÿåøü 9, òî íóæíî ïåðåäâèíóòü äåñÿòè÷-
íóþ êîñòÿøêó ââåðõ, à åäèíè÷íóþ � âíèç. Ïîýòîìó îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå
äåéñòâèÿ ìû âûïîëíÿåì ìåäëåííåå, çàòî ìû çíàåì ÷èñëà.

Áîëåå òîãî, ñàìà èäåÿ î ïðèáëèæåííîì ìåòîäå âû÷èñëåíèÿ áûëà çà ïðåäåëàìè

åãî ïîíèìàíèÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çà÷àñòóþ íåâîçìîæíî íàéòè ìåòîä òî÷íîãî

âû÷èñëåíèÿ êóáè÷åñêîãî êîðíÿ. Ïîýòîìó ìíå òàê è íå óäàëîñü íàó÷èòü åãî áðàòü

êóáè÷åñêèé êîðåíü èëè îáúÿñíèòü, êàê ìíå ïîâåçëî, ÷òî îí âûáðàë ÷èñëî 1729,03.

3 Ð.Ôåéíìàí � àìåðèêàíñêèé ôèçèê, à ó íèõ, â ÑØÀ âñå èçìåðÿåòñÿ â ôóòàõ, äþéìàõ
è.ò.ä. � Ä.Â.
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Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà
ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé.
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