
�9. Îáîáùåííûé ìåòîä èíòåðâàëîâ.

Ðàöèîíàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà, â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ
íàõîäÿòñÿ ñóììû îòíîøåíèé ìíîãî÷ëåíîâ. ×òîáû ðåøèòü òàêîå íåðàâåíñòâî, íóæíî ïåðåíåñòè
âñå â ëåâóþ ÷àñòü, ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ðàçëîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà
ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñëåâà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå íóëåé çíàìåíàòå-
ëÿ. Îòìåòèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé íóëè ÷èñëèòåëÿ è íóëè çíàìåíàòåëÿ. Ýòè òî÷êè ðàçáèâàþò
÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ïðîìåæóòêè (èíòåðâàëû è ïîëóèíòåðâàëû), ïðè÷åì íà êàæäîì ïðîìåæóò-
êå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è íå ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ëèáî áîëüøå íóëÿ, ëèáî ìåíüøå
íóëÿ. ×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíàê ôóíêöèè â
êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå èç äàííîãî ïðîìåæóòêà.

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2 − 4x + 3 < 0.
Ðåøåíèå. Íàõîäèì êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 4x + 3 = 0: x = 1 è x = 3. Íàéäåì çíàêè ôóíêöèè

f(x) = x2 − 4x + 3 íà ïðîìåæóòêàõ (−∞; 1), (1; 3) è (3; +∞). Íà ïåðâîì ïðîìåæóòêå ïðè x = 0
èìååì f(0) = 3 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > 0 (íà ðèñóíêå 1 ñòàâèì çíàê "−"íàä ïîëóèíòåðâàëîì
(−∞; 1)); íà âòîðîì f(2) = −1 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) < 0; íà òðåòüåì f(10) = 100− 40+ 3 > 0,
ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > 0. Ðèñóåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, îòìå÷àåì íóëè ôóíêöèè, íàä ïðîìåæóòêàìè
çíàêîïîñòîÿíñòâà îòìå÷àåì çíàê ôóíêöèè (ñì. ðèñóíîê 1).

Îòâåò: (1; 3).
Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å 1 ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû

ââåðõ. Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî ðàññòàâèòü "+" è "−" áåç ïîäñòàíîâêè.

ðèñ.1 ðèñ.2

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x
x−1

≤ x + 4.

Ðåøåíèå. Ïåðåíåñåì âñå â ëåâóþ ÷àñòü, ïðèâåäåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ: 3x−x2−3x+4
x−1

≤ 0.

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëü: (2−x)(2+x)
x−1

≤ 0. Îòìå÷àåì êîðíè ÷èñëèòåëÿ (x = 2 è x = −2)
çàêðàøåííûìè òî÷êàìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé (òàê êàê íåðàâíñòâî íåñòðîãîå), à êîðíè çíàìåíàòåëÿ
(x = 1) âûêîëîòûìè (ñì. ðèñóíîê 2). Ïîëó÷àåì 4 ïðîìåæóòêà, îïðåäåëÿåì íà íèõ çíàê ôóíêöèè

f(x) = (2−x)(2+x)
x−1

: íà ïåðâîì f(−3) = 1.25 > 0, íà âòîðîì f(0) = −4 < 0, íà òðåòüåì f(1.5) = 3.5 >
0, íà ÷åòâåðòîì f(3) = −2.5 < 0.

Îòâåò: [−2; 1) ∪ [2; +∞).

Çà÷åì íóæíî ðàñêëàäûâàòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè? Ìîæíî ýòîãî íå äåëàòü,
îäíàêî ïîñëå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè óäîáíåå îïðåäåëÿòü çíàê ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêàõ,
îñîáåííî, åñëè èõ ìíîãî.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ðàçáèâàåòñÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, è íàõî-
æäåíèå äëÿ êàæäîãî èç íèõ çíàêà ôóíêöèè ìîæåò çàíÿòü íåìàëî âðåìåíè. Âîçüìåì íåðàâåíñòâî
âèäà f(x)

g(x)
> 0, â êîòîðîì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü óæå ðàçëîæåíû íà ìíîæèòåëè. Ðàññìîòðèì

çíàêè íà ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ (a; b) è (b; c). Âîçüìåì ÷èñëî x1 ∈ (a; b) è ÷èñëî x2 ∈ (b; c). Êîãäà

ìû áóäåì âû÷èñëÿòü çíàê f(x1)
g(x1)

è çíàê f(x2)
g(x2)

, òî ðàçíûå çíà÷åíèÿ áóäóò òîëüêî äëÿ ìíîæèòåëÿ

(x − b)k (îí ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ êàê â ÷èñëèòåëå, òàê è â çíàìåíàòåëå). Åñëè ñòåïåíü (x − b)
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íå÷åòíàÿ, òî çíàêè f(x1)
g(x1)

è f(x2)
g(x2)

ðàçíûå, à åñëè ÷åòíàÿ, òî îäèíàêîâûå (åñëè (x− b) âñòðå÷àåòñÿ â

÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå îäíîâðåìåííî, òî ñìîòðèì íà ñóììó ñòåïåíåé).
Çàäà÷à 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(x− 2)4(x− 6)(x + 2)5

(x− 1)3(x + 5)2
≥ 0.

Ðåøåíèå. Îòìå÷àåì íà ïðÿìîé íóëè ÷èñëèòåëÿ (çàêðàøåííûå òî÷êè, òàê êàê íåðàâåíñòâî

íåñòðîãîå) è íóëè çíàìåíàòåëÿ (âûêîëîòûå òî÷êè). Ïîäñòàâëÿåì â f(x) = (x−2)4(x−6)(x+2)5

(x−1)3(x+5)2
÷èñëî

x = 10, ïîëó÷àåì f(10) > 0, ñòàâèì "+" íàä ïðîìåæóòêîì (6; +∞). Çàòåì äâèãàåìñÿ ñïðàâà
íàëåâî (ñì. ðèñ. 3):

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 6 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê, òàê êàê x−6 â íå÷åòíîé (ïåðâîé)
ñòåïåíè; íàä (2; 6) ñòàâèì "−";

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 2 ôóíêöèÿ f(x) íå ìåíÿåò çíàê, òàê êàê x − 2 â ÷åòíîé
ñòåïåíè; íàä (1; 2) ñíîâà ñòàâèì "−";

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 1 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê, òàê êàê x−1 â íå÷åòíîé ñòåïåíè;
íàä (−2; 1) ñòàâèì "+";

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −2 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê, òàê êàê x + 2 â íå÷åòíîé
ñòåïåíè; íàä ïðîìåæóòêîì (−5;−2) ñòàâèì "−";

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −5 ôóíêöèÿ f(x) íå ìåíÿåò çíàê, òàê êàê x + 5 â ÷åòíîé
ñòåïåíè; íàä (−∞;−5) ñíîâà ñòàâèì "−". Äåëàåì ïðîâåðêó: ïîäñòàâëÿåì x = −10, ïîëó÷àåì
f(−10) < 0.

Îñòàëîñü òîëüêî âûïèñàòü îòâåò. Òàê êàê íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå, òî íå çàáûâàåì âêëþ÷èòü â
îòâåò âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ (òî åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ ÷èñëèòåëü ðàâåí
íóëþ, à çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ).

Îòâåò: [−2; 1) ∪ {2} ∪ [6; +∞).

ðèñ.3 ðèñ.4

Çàäà÷à 4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 4x3 + 5x2 + 5x + 4 < 0.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå 4x3 + 5x2 + 5x + 4 = 0 èìååò êîðåíü x = −1. Ðàçëîæèì 4x3 + 5x2 + 5x + 4

íà ìíîæèòåëè, íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

(x + 1)(4x2 + x + 4) < 0.

Óðàâíåíèå 4x2+x+4 = 0 íå èìååò êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå 4x2+x+4 èìååò ïîñòîÿííûé
çíàê, òî åñòü 4x2 + x + 4 > 0, è íà íåãî ìîæíî ïîäåëèòü. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä
x + 1 < 0, òî åñòü x < −1.

Îòâåò: (−∞;−1).
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Òî, ÷òî 4x2 + x + 4 > 0, ñëåäóåò òàêæå èç òîãî, ÷òî

4x2 + x + 4 = (2x)2 + 2 · 2x · 1

4
+

1

16
− 1

16
+ 4 = (2x +

1

4
)2 + 3

15

16
> 0.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 4x2 − 4x + 1 > 0.
Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå 4x2− 4x + 1 = (2x− 1)2 ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè

x = 1
2
.

Îòâåò: x ∈ (−∞; 1
2
) ∪ (1

2
; +∞).

Çàäà÷à 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x7 − 8x4 − x3 + 8 < 0.
Ðåøåíèå. Òàê êàê

x7− 8x4−x3 +8 = x4(x3− 8)−x3 +8 = (x4− 1)(x3− 8) = (x+1)(x− 1)(x2 +1)(x− 2)(x2 +2x+4),

òî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

(x + 1)(x− 1)(x2 + 1)(x− 2)(x2 + 2x + 4) < 0.

Òàê êàê x2 + 1 > 0 è x2 + 2x + 4 > 0 äëÿ âñåõ x, òî íà ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîäåëèòü, ïîñëå
÷åãî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

(x + 1)(x− 1)(x− 2) < 0.

Îòìåòèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïðÿìîé ÷èñëà −1, 1 è 2 (ñì. ðèóíîê 4). Ðàññòàâèì "+"è "−",
çàïèøåì îòâåò.

Îòâåò: x ∈ (−∞;−1) ∪ (1; 2).

Çàäà÷à 7. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2−7x+6
x3+7x2−8x

< 0.
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì

(x− 1)(x− 6)

x(x− 1)(x + 8)
< 0.

Îòìåòèì òî÷êè x = 1, x = 6, x = 0 è x = −8 íà ïðÿìîé (ñì. ðèñóíîê 5), ïîñëå ÷åãî íà x − 1
ìîæíî ñîêðàòèòü. Ïðè x 6= 1 íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

x− 6

x(x + 8)
< 0.

Ðàññòàâèì çíàêè ôóíêöèè f(x) = (x−1)(x−6)
x(x−1)(x+8)

íà ïðÿìîé. Ñïðàâà îò 6 ñòàâèì "+"(ïîäñòàâèì â

f(x), íàïðèìåð, x = 10).
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 6 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê, òàê êàê ìíîæèòåëü (x − 6)

â íå÷åòíîé ñòåïåíè; íàä (1; 6) ñòàâèì "−". Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 1 ôóíêöèÿ f(x) íå
ìåíÿåò çíàê, òàê êàê ìíîæèòåëü (x− 1) ìû ñîêðàòèëè; íàä (0; 1) ñíîâà ñòàâèì "−".

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 0 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê, òàê êàê ìíîæèòåëü x â íå÷åòíîé
ñòåïåíè; íàä (−8; 0) ñòàâèì "+".

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −8 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê, òàê êàê ìíîæèòåëü x + 8 â
íå÷åòíîé ñòåïåíè; íàä (−∞;−8) ñòàâèì "−".

Îòâåò: x ∈ (−∞;−8) ∪ (0; 1) ∪ (1; 6).
Çàäà÷à 8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(8) x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x + 1 < 0.
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ðèñ.5 ðèñ.6

Ðåøåíèå. Åñëè ìû ïîïðîáóåì íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ x6−x5 +x4−x3 +x2−x+1 = 0, òî ó íàñ
íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ. Íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ó íåãî íåò (ïðîâåðÿòü íóæíî òîëüêî ±1).
Îäíàêî, ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ çàäà÷à. Ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå x6−x5+x4−x3+x2−x+1 = 0
íå èìååò êîðíåé.

Çàìåòèì, ÷òî x = −1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà. Òàê êàê ÷èñëà 1, −x, x2, −x3, x4,
−x5, x6 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñóììà êîòîðîé ðàâíà 1+x7

1+x
, òî íåðàâåíñòâî (8)

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
1 + x7

1 + x
< 0.

Îòìå÷àåì íà ïðÿìîé íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, ðàññòàâëÿåì çíàêè ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 6).
Îòâåò: Íåò êîðíåé.
Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâíñòâî a + 1

a
≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî: ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî: ïåðåíåñåì âñå â ëåâóþ ÷àñòü è ïðèâåäåì ê îá-
ùåìó çíàìåíàòåëþ:

a2 − 2a + 1

a
≥ 2,

òî åñòü (a−1)2

a
≥ 2, òî åñòü a > 0.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâíñòâî a + 1
a
≤ −2.

Çàäà÷à 9. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

x2 − x + 1
+ x2 − x ≤ 1− (x3 − 1)2.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = x2 − x + 1, ïîëó÷èì

(9)
1

a
+ a ≤ 2− (x3 − 1)2.

Çàìåòèì, ÷òî a > 0 (äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ x2 − x + 1 = 0 îòðèöàòåëüíûé). Ñëåäîâàòåëüíî,
1
a

+ a ≥ 2.
Ïðè ýòîì, 2 − (x3 − 1)2 ≤ 2. Òàêèì îáðàçîì (9) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè îáå ÷àñòè ðàâíû

äâóì. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè x = 1.
Îòâåò: 1.
Çàäà÷à 10. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

x5 − 6
+ x5 < 10− x2.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = x5 − 6, ïîëó÷èì

(10)
1

a
+ a < 4− x2.

Ïðè a = 0 (òî åñòü x = 5
√

6) çíàìåíàòåëü ðàâåí íóëþ, íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïóñòü a > 0 (òî åñòü x > 5
√

6). Òîãäà, 1
a
+a ≥ 2. Ïðè ýòîì x2 > 5

√
36 > 5

√
32 > 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

1

a
+ a ≥ 2 > 4− 5

√
36 > 4− x2,

òî åñòü x > 5
√

6 íåðàâåíñòâî (10) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü a < 0 (òî åñòü x < 5

√
6). Òîãäà, 1

a
+ a ≤ −2. Ïðè x ∈ [−2; 5

√
6) íåðàâåíñòâî (10)

âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê 1
a

+ a ≤ −2 < 0 ≤ 4− x2.
Ïðè x < −2 íåðàâåíñòâî (10) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê x5 + x2 < x2(x3 − 1) < 0, òî åñòü

1

x5 − 6
+ x5 + x2 < 10.

Îòâåò: (−∞, 5
√

6).
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