
�8. Òåîðåìà Áåçó è ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Ôóíêöèÿ

(∗) P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0,

ãäå an, . . . , a0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì an 6= 0, íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n.
Ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí P (x) íà ìíîãî÷ëåí H(x) îçíà÷àåò íàéòè ìíîãî÷ëåíû Q(x) è R(x), òàêèå

÷òî P (x) = Q(x)H(x) + R(x) äëÿ ëþáîãî x.
Òåîðåìà. Åñëè P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, H(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, m < n, òî ñó-

ùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû Q(x) è R(x), òàêèå ÷òî P (x) = Q(x)H(x) + R(x), ïðè÷åì ñòåïåíü R(x)
ìåíüøå m. Ìíîãî÷ëåí Q(x) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, à R(x) � îñòàòêîì.

Òåîðåìà Áåçó. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà äâó÷ëåí x − a ðàâåí P (a), òî åñòü
ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(x), òàêîé ÷òî P (x) = (x − a)Q(x) + P (a).

Èç òåîðåìû Áåçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè P (a) = 0, òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(x), òàêîé ÷òî
P (x) = (x − a)Q(x).

Ìíîãî÷ëåíû ìîæíî äåëèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïîäåëèì x3 + 2x2 + 3x + 4 íà x + 5.
Ïåðâûé ñïîñîá: x3 +2x2 +3x+4 = x2(x+5)−3x2 +3x+4 = x2(x+5)−3x(x+5)+15x+3x+4 =

= x2(x+5)−3x(x+5)+18x+4 = x2(x+5)−3x(x+5)+18(x+5)−90+4 = (x2−3x+18)(x+5)−86.
Âòîðîé ñïîñîá: äåëåíèå â ñòîëáèê.

x3 + 2x2 + 3x + 4 x + 5
x3 + 5x2 x2 − 3x + 18

− 3x2 + 3x
− 3x2 − 15x

18x + 4
18x + 90

−86

Òðåòèé ñïîñîá: ñõåìà Ãîðíåðà. Ýòîò ñïîñîá âîçìîæåí òîëüêî ïðè äåëåíèè íà äâó÷ëåí x − b.
Ïîêàæåì íà ïðèìåðå äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 íà x − b.

Ñíà÷àëà çàïîëíÿåì âåðõíþþ ñòðî÷êó, âûïèñûâàåì òóäà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà, à òàêæå
çàïèñûâàåì ÷èñëî b â ëåâóþ êëåòêó âòîðîé ñòðî÷êè:

a3 a2 a1 a0

b

Çàòåì çàïîëíÿåì âòîðóþ ñòðîêó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a3 a2 a1 a0

b a3 ba3 + a2 b(ba3 + a2) + a1 b(b(ba3 + a2) + a1) + a0

×èñëî â ïðàâîì íèæíåì óãëó òàáëèöû � îñòàòîê (P (b)). ×èñëà âî âòîðîé ñòðîêå ìåæäó
÷èñëîì b è îñòàòêîì � êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîãî â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ.

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåòñÿ ñõåìà Ãîðíåðà äëÿ óðàâíåíèé äðóãèõ ñòåïåíåé.

Ïîäåëèì x3 + 2x2 + 3x + 4 íà x + 5 ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ãîðíåðà:

1 2 3 4
−5

;
1 2 3 4

−5 1
;

1 2 3 4
−5 1 − 5 · 1 + 2

;
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1 2 3 4
−5 1 −3 −5 · (−3 ) + 3

;
1 2 3 4

−5 1 −3 18 −5 · 18 + 4
;

1 2 3 4
−5 1 -3 18 -86

.

Òàáëè÷êó íóæíî ïèñàòü îäèí ðàç (à íå øåñòü), çäåñü ïðîñòî ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïîðÿäîê
çàïîëíåíèÿ.

×àñòíîå: x2 − 3x + 18, îñòàòîê −86.
Òî åñòü x3 + 2x2 + 3x + 4 = (x2 − 3x + 18)(x + 5) − 86 èëè

x3 + 2x2 + 3x + 4

x + 5
= x2 − 3x + 18 +

−86

x + 5
.

Çàäà÷à 1. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 − 7x + 6 íà ìíîæèòåëè.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî P (1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P (x) äåëèòñÿ íà x− 1 áåç îñòàòêà. Ïîäåëèì

ïî ñõåìå Ãîðíåðà:

1 0 −7 6
1 1 1 · 1 + 0

;
1 0 −7 6

1 1 1 1 · 1 − 7
;

1 0 −7 6
1 1 1 −6 0

.

Ïîëó÷àåì x3 − 7x + 6 = (x − 1)(x2 + x − 6). Êîðíÿìè x2 + x − 6 = 0 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà −3 è 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, x3 − 7x + 6 = (x − 1)(x − 2)(x + 3).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(∗) anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 = 0,

ãäå an, . . . , a0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì an 6= 0.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x = p

q
(p � öåëîå, q � íàòóðàëüíîå, äðîáü íåñîêðà-

òèìàÿ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (∗), òî a0 äåëèòñÿ íà p, à an äåëèòñÿ íà q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì x = p

q
â óðàâíåíèå (∗) è äîìíîæèì åãî íà qn. Ïîëó÷èì

anp
n + an−1p

n−1q + . . . + a1pq
n−1 + a0q

n = 0.

Ïåðåíåñåì a0q
n âïðàâî, à â ëåâîé ÷àñòè âûíåñåì p çà ñêîáêó:

(anp
n−1 + an−1p

n−2q + . . . + a1q
n−1)p = −a0q

n.

Ñëåâà è ñïðàâà ó íàñ öåëûå ÷èñëà, òàê êàê âñå ñëàãàåìûå öåëûå. Ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà p, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü òîæå äåëèòñÿ íà p. Íî p è q íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî,
a0 äåëèòñÿ íà p.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî an äåëèòñÿ íà q. Ïåðåíîñèì anp
n â ïðàâóþ ÷àñòü, òîãäà

ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà q. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà q, òî åñòü an äåëèòñÿ íà q.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2x3 − 7x2 + 10x − 6 = 0.
Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì, åñòü ëè ó óðàâíåíèÿ ðàöèîíàëüíûå êîðíè. Åñëè p

q
(p � öåëîå, q � íàòó-

ðàëüíîå, äðîáü íåñîêðàòèìàÿ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òî 6 äåëèòñÿ íà p, à 2 äåëèòñÿ íà q. Âûïèøåì
âñå âîçìîæíûå p è q:

p : 1, 2, 3, 6,−1,−2,−3,−6;
q : 1, 2;

p
q

: 1, 2, 3, 6,−1,−2,−3,−6, 1
2
, 3

2
,−1

2
,−3

2
.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî êîðåíü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì (èíà÷å ñóììà áóäåí ìåíüøå
íóëÿ). Êîðåíü òàêæå íå ìîæåò áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì, ïîòîìó ÷òî òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñóì-
ìà òðåõ ÷åòíûõ è îäíîãî íå÷åòíîãî ðàâíà íóëþ. Îñòàëèñü 2, 6, 1

2
, 3

2
. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå,
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ïðîâåðÿåì. Êàê òîëüêî íàõîäèì êîðåíü � çàêàí÷èâàåì ïîäñòàâëÿòü, ìîæíî óæå áóäåò ïîíèçèòü
ñòåïåíü óðàâíåíèÿ.

Óäîáíî ïîäñòàâëÿòü ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ãîðíåðà (íî ìîæíî è ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ïðîñòî
äîëüøå):

2 −7 10 −6
2 2 −3 4 2

;
2 −7 10 −6

6 2 5 40 234
;

2 −7 10 −6
1
2

2 −6 7 −5
2

;
2 −7 10 −6

3
2

2 −4 4 0
.

×èñëî 3
2
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. Íàì ïîäîøëî òîëüêî ïîñëåäíåå, îáû÷íî áîëüøå âåçåò.

Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (x− 3
2
)(2x2 − 4x + 4) = 0. Óðàâíåíèå 2x2 − 4x + 4 = 0 íå èìååò êîðíåé.

Îòâåò: 3
2
.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäñòàâèòü 4 ÷èñëà â óðàâíåíèå, íå îáÿçàòåëüíî ïèñàòü 4 ñõåìû
Ãîðíåðà, ìîæíî îáîéòèñü îäíîé:

2 −7 10 −6
2 2 −3 4 2
6 2 5 40 234
1
2

2 −6 7 −5
2

3
2

2 −4 4 0

.

3


