
�6 Ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.Ôóíêöèÿ y = ax2 + bx + c, a 6= 0 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷èòüåå ñâîéñòâà, âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:
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+ c.Îáîçíà÷èì x0 = − b
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è y0 = − b2
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+c. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì: y = a(x−x0)

2+y0. Ãðàôèê ýòîéôóíêöèè � ïàðàáîëà, ïîëó÷åííàÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè y = ax2 ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàëëåëüíûõïåðåíîñîâ:
• ñäâèãà âäîëü îñè Ox íà |x0| åäèíèö (âïðàâî, åñëè x0 > 0 èëè âëåâî, åñëè x0 < 0);
• ñäâèãà âäîëü îñè Oy íà |y0| åäèíèö (ââåðõ, åñëè y0 > 0 èëè âíèç, åñëè y0 < 0).Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x0; y0) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðàâèëüíî ïî-ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè, íåîáõîäèìî òàêæå íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäè-íàò.Çàäà÷à 1. Ïîñòîðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = 0.5x2 − x − 1.Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Íàéäåì âåðøèíó ïàðàáîëû x = − b

2a
= − −1

2·0.5
= 1; y = −1.5. Çàòåìíàéäåì çíà÷åíèÿ â ñîñåäíèõ òî÷êàõ: x −1 0 1 2 3

y 0.5 −1 −0.5 −1 0.5
, çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿâ òî÷êàõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îò âåðøèíû, îäèíàêîâû. Êðîìå ýòîãî, íåîáõîäèìî íàéòèòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäèíàò (ñì. âòîðîé ñïîñîá). Ïîñëå ýòîãî ñòðîèì ãðàôèê.Âòîðîé ñïîñîá. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:
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− 1.5.

ðèñ.1 ðèñ.2Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = x2

2
(íà ðèñóíêå 1 îí èçîáðàæåí êðàñíûì öâåòîì).Çàòåì ñäâèíåì åãî âïðàâî âäîëü îñè Ox íà 1, ïîëó÷èì ãðàôèê y = (x−1)2

2
(îí èçîáðàæåíçåëåíûì öâåòîì). 1



Ñäâèíåì çåëåíûé ãðàôèê âíèç ïî îñè Oy íà 1.5, ïîëó÷èì èñêîìûé ãðàôèê y = (x−1)2

2
−1.5 (îíèçîáðàæåí êîðè÷íåâûì öâåòîì).Âåðøèíà ïàðàáîëû â òî÷êå (1;−1.5). Ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü y â òî÷êå (0;−1). Ðåøèâ óðàâíå-íèå (x−1)2

2
−1.5 = 0, íàõîäèì òî÷êè, â êîòîðûõ ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü Ox: (1−

√
3; 0) è (1+

√
3; 0).Ïàðàáîëà y = ax2 + bx + c ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷êå (0; c), à îñü Ox â äâóõ òî÷êàõ, åñëèóðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò 2 êîðíÿ. Åñëè óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò ðîâíî îäèíêîðåíü, òî ïàðàáîëà èìååò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó ñ îñüþ Ox, è ãîâîðÿò, ÷òî îíà êàñàåòñÿ îñè

Ox. Åñëè óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, òî ïàðàáîëà íå ïåðåñåêàåò îñü Ox.Âåòâè ïàðàáîëû y = ax2 + bx + c íàïðàâëåíû ââåðõ ïðè a > 0 è âíèç ïðè a < 0.Ïî ãðàôèêó ïàðàáîëû ìîæíî ñðàçó ñäåëàòü âûâîä î çíàêàõ ÷èñåë a, b, c.Çàäà÷à 2. Ïàðàáîëà y = ax2 + bx + c èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Îïðåäåëèòü çíàêè ÷èñåë a, b, c.Ðåøåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷êå (0; c). Ñëåäîâàòåëüíî, c < 0. Òàê êàêîñè ïàðàáîëû íàðàâëåíû âíèç, òî a < 0. Âåðøèíà ïàðàáîëà â òî÷êå (x0; y0), x0 = − b
2a
. Èç ðèñóíêàñëåäóåò, ÷òî x0 > 0, òî åñòü b

2a
< 0. Òàê êàê a < 0, òî b > 0.Êðîìå òîãî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò äâà êîðíÿ, òî åñòü

D = b2 − 4ac > 0.Çàäà÷à 3. Ïàðàáîëà y = ax2 + bx + c èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà a + c− b.Ðåøåíèå. Ïðè x = −1 èìååì y = a(−1)2 + b(−1) + c = a − b + c. Íà ðèñóíêå 2 ïàðàáîëà íèæåîñè Ox äëÿ âñåõ x < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a + c − b < 0.Îòâåò: a + c − b < 0.Çàäà÷à 4. Ïóñòü f(x) = −2x2 + bx + c, óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò 2 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1 < x2.Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ f(3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x1 < 3 < x2?Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïàðàáîëó y = −2x2 + bx+ c. Åå âåòâè íàïðàâëåíû âíèç (ðèñóíîê 3), òàêêàê êîýôôèöèýíò ïðè x2 ìåíüøå íóëÿ (ðàâåí −2). Ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êàõ x1 è x2.Òàê êàê âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, òî åñëè x íàõîäèòñÿ ìåæäó x1 è x2, òî f(x) > 0, àâ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ f(x) ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 < 3 < x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(3) > 0.Îòâåò: f(3) > 0.
x x
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3 xðèñ.3Ïóñòü x1, x2, x3 � ðàçëè÷íûå ÷èñëà.Òåîðåìà. ×åðåç ëþáûå òðè òî÷êè (x1; y1), (x2; y2), (x3; y3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé,ìîæíî ïðîâåñòè ïàðàáîëó, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.Ïóñòü òî÷êè (x1; y1), (x2; y2), (x3; y3) íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà ïàðàáîëà, ïðîõîäÿùàÿ÷åðåç ýòè òî÷êè, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
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Ïðîâåðèòü ýòî ëåãêî: äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü x1, x2 è x3.Òîò ôàêò, ÷òî ïàðàáîëà åäèíñòâåííà, äîêàçàòü íå ñëîæíî, íî ìû çäåñü ýòîãî äåëàòü íå áóäåì.Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è äðóãèì ñïîñîáîì: ïîäñòàâèòü òî÷êè (x1; y1), (x2; y2), (x3; y3) âóðàâíåíèå y = ax2 + bx + c è ðåøèòü ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè a, b, c.

ðèñ.4Çàäà÷à 5. Ïðÿìàÿ l çàäàíà óðàâíåíèåì y = −1; òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (0; 1). Íàéòèãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ïðÿìîé l è òî÷êè A.Ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (x1; y1) è (x2; y2) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. Ïóñòü òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû (x; y). Òîãäà AM =
√

x2 + (y − 1)2.Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïðÿ-ìóþ. Â íàøåì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû y è ðàâíî y + 1.Òî, ÷òî òî÷êà M ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìîé l è òî÷êè A, îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ AM è y + 1ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ìíîæåñòâî òî÷åê � ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
y + 1 =

√

x2 + (y − 1)2.Îòìåòèâ, ÷òî y ≥ −1, âîçâîäèì â êâàäðàò: y2 + 2y + 1 = x2 + y2 − 2y + 1. Óðàâíåíèå ïðèíèìàåòâèä 4y = x2, òî åñòü èñêîìîå ìíîæåñòâî òî÷åê � ýòî ïàðàáîëà y = 1
4
x2 (ñì. ðèñóíîê 4 (êðàñíûìöâåòîì)).Îòâåò: y = 1

4
x2.
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