
�2. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë m è n � ýòî íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà
êîòîðîå äåëÿòñÿ ÷èñëà m è n. Îí îáîçíà÷àåòñÿ êàê ÍÎÄ(m, n).

ÍÎÄ(24, 30) = 6, ÍÎÄ(−15, 33) = 3, ÍÎÄ(24, 11) = 1, ÍÎÄ(1, 30) = 1, ÍÎÄ(14, 24, 6) = 2.
Óòâåðæäåíèå. 1) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k âåðíî ðàâåíñòâî ÍÎÄ(km, kn) =

= k ·ÍÎÄ(m, n).
2) Âåðíû ðàâåíñòâà ÍÎÄ(m, n) = ÍÎÄ(n,m); ÍÎÄ(m, n) = ÍÎÄ(m− n, n).

Ïîäóìàéòå, ïî÷åìó ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî.
Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 1 íàéäåì ÍÎÄ(120, 324).

ÍÎÄ(120, 324) = ÍÎÄ(120, 324− 120) = ÍÎÄ(120, 204) = ÍÎÄ(4 · 30, 4 · 51) =
= 4ÍÎÄ(30, 51) = 12 ÍÎÄ(10, 17) = 12.

Ýòî ìîæíî áûëî ñäåëàòü áûñòðåå, ðàçëîæèâ ÷èñëà 120 è 324 íà ìíîæèòåëè (324 = 182). À â
ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 1.

ÍÎÄ(1513, 1691) = ÍÎÄ(1513, 178) = ÍÎÄ(1335, 178) = ÍÎÄ(1157, 178) =
= ÍÎÄ(979, 178) = ÍÎÄ(801, 178) = ÍÎÄ(623, 178) = ÍÎÄ(445, 178) = ÍÎÄ(267, 178) =

= ÍÎÄ(89, 178) = ÍÎÄ(89, 89) = 89.

Çäåñü ìîæíî áûëî ñðàçó âû÷åñòü èç 1513 ÷èñëî 178, óìíîæåííîå, íàïðèìåð, íà 5 (ïðîùå
ïîäåëèòü åãî íà 2 è óìíîæèòü íà 10).

×èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1. Íàïðè-
ìåð, ÷èñëà 15 è 32 âçàèìíî ïðîñòû, à ÷èñëà 15 è 24 íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, òàê êàê
ÍÎÄ(15, 24) = 3.

Çàäà÷à 1. Ïðè êàêèõ öåëûõ n äðîáü 2n+3
3n−5

ñîêðàòèìà?
Ðåøåíèå. Òî, ÷òî äðîáü ñîêðàòèìà, îçíà÷àåò, ÷òî ÍÎÄ(2n + 3, 3n − 5) > 1. Âîñïîëüçóåìñÿ

óòâåðæäåíèåì 1:

ÍÎÄ(2n + 3, 3n− 5) = ÍÎÄ(2n + 3, 3n− 5− 2n− 3) = ÍÎÄ(2n + 3, n− 8) =
= ÍÎÄ(2n+3−n+8, n− 8) = ÍÎÄ(n+11, n− 8) = ÍÎÄ(n+11−n+8, n− 8) = ÍÎÄ(19, n− 8).

Ðàç ÍÎÄ(19, n − 8) > 1, òî îí ðàâåí 19. Òî åñòü íàì íàäî íàéòè òàêèå n, ÷òîáû n − 8 äåëèëîñü
íà 19. Òî åñòü, n = 19k + 8, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Îòâåò: n = 19k + 8, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë m è n � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå
äåëèòñÿ íà m è n. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ êàê ÍÎÊ(m,n).

ÍÎÊ(24,−30) = 120, ÍÎÊ(5, 30) = 30, ÍÎÊ(4, 5, 6) = 60.

Óðàâíåíèå ax+ by = c, ãäå a, b, c � öåëûå ÷èñëà (ïðè÷åì a è b íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî),
à x è y � íåèçâåñòíûå, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèîôàíòîâûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c äåëèòñÿ íà ÍÎÄ(a, b).

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå 2x + 4y = 3 íå èìååò ðåøåíèé, à óðàâíåíèå 2x + 4y = 6 èìååò ðåøåíèå
(áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé).

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4m = 3n + 1 â öåëûõ ÷èñëàõ.
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Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå (ÍÎÄ(4, 3) = 1). Âîçìîæíû 3 ñëó÷àÿ: ëèáî m äåëèòñÿ íà
3, ëèáî m + 1 äåëèòñÿ íà 3, ëèáî m− 1 äåëèòñÿ íà 3.

a) Åñëè m äåëèòñÿ íà 3, òî m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m = 3k, k � öåëîå ÷èñëî. Ïîäñòàâèì
m = 3k â óðàâíåíèå 4m = 3n + 1, ïîëó÷èì 12k = 3n + 1, òî åñòü 3(4k − n) = 1. Ýòî íåâîçìîæíî,
òàê êàê 4k − n � öåëîå.

b) Åñëè m + 1 äåëèòñÿ íà 3, òî a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m = 3k − 1, k � öåëîå ÷èñëî.
Ïîäñòàâèì m = 3k− 1 â óðàâíåíèå 4m = 3n + 1, ïîëó÷èì 12k− 4 = 3n + 1, òî åñòü 3(4k− n) = 5.
Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 4k − n � öåëîå.

c) Åñëè m − 1 äåëèòñÿ íà 3, òî a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m = 3k + 1, k � öåëîå ÷èñëî.
Ïîäñòàâèì m = 3k + 1 â óðàâíåíèå 4m = 3n + 1, ïîëó÷èì 12k + 4 = 3n + 1, òî åñòü 12k + 3 = 3n.
Ñëåäîâàòåëüíî, n = 4k + 1.

Îòâåò: m = 3k + 1, n = 4k + 1, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ñàìîå ìàëåíüêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè
íà 2, íà 3, íà 4, íà 5 è íà 6, è äåëèòñÿ íà 7.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî çà x. Îíî äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 2, òî åñòü ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå ÷èñëî l, òàêîå ÷òî x− 1 = 2l. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m, n, p,
q, k, ÷òî x− 1 = 3m, x− 1 = 4n, x− 1 = 5p, x− 1 = 6q, x = 7k.

Óðàâíåíèÿ x − 1 = 2l è x − 1 = 3m ñëåäóþò èç óðàâíåíèÿ x − 1 = 6q, ïîýòîìó èõ ìîæíî
âûêèíóòü (ò.å. òî, ÷òî x− 1 äåëèòñÿ íà 2 è íà 3 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 6). Îñòàëèñü:

x− 1 = 4n
x− 1 = 5p
x− 1 = 6q
x = 7k

Ïðèðàâíÿâ ïåðâûå òðè, ïîëó÷èì 4n = 5p = 6q. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 4, íà 5
è íà 6 � ýòî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÍÎÊ(4, 5, 6) = 4 · 5 · 3 = 60. Òî åñòü x − 1 = 60s, s �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ïåðâûì òðåì. Ïîëó÷àåì{

x = 60s + 1
x = 7k

,

òî åñòü îñòàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèå 7k = 60s + 1. Íàì íóæíî íàéòè ñàìîå ìàëåíüêîå ÷èñëî.
Íàéäåì åãî ïîäáîðîì, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî s íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàê ÷òîáû 60s + 1 äåëèëîñü íà
7. Äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó). Èòàê, 61, 121, 181, 241 íå
äåëÿòñÿ íà 7, à 301 äåëèòñÿ.

Îòâåò: 301.

×èñëî a íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà m è n, n > 0, ÷òî
a = m

n
. Öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè (ìîæíî âçÿòü n = 1).

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî
√

2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

√
2 � ðàöèîíàëüíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà m è

n, n > 0, ÷òî
√

2 = m
n
. Åñëè ÷èñëà m è n èìåþò îáùèå äåëèòåëè, òî ñîêðàòèì äðîáü. Òî åñòü

m = m1d, n = n1d, ãäå d = ÍÎÄ(m, n). Òàêèì îáðàçîì,
√

2 = m1

n1
, ÍÎÄ(m1, n1) = 1.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
√

2 = m1

n1
â êâàäðàò: 2 =

m2
1

n2
1
, òî åñòü 2n2

1 = m2
1. Ñëåäîâàòåëüíî,

m2
1 � ÷åòíîå, òî åñòü m1 = 2k, k � öåëîå (åñëè áû m1 = 2k+1, òî m2

1 = 4k2+4k+1 = 2(2k2+2k)+1
� íå÷åòíîå).

Èòàê, èìååì: 2n2
1 = 4k2, òî åñòü n2

1 = 2k2. Ñëåäîâàòåëüíî, n2
1 äåëèòñÿ íà 2, òî åñòü n1 äåëèòñÿ íà

2. Íî è m1 äåëèòñÿ íà 2, òî åñòü ÍÎÄ(m1, n1) 6= 1. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî,√
2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.
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