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Лекция 19  

ЧАСТЬ  IV. КОЛЕБАНИЯ  И ВОЛНЫ 

Колебательные процессы являются одними из самых распространен-

ных в природе. Мы сталкиваемся с ними повсюду: это – и колебание ветки 

дерева, и вибрации валов машин, и качка судов, и излучение и прием ра-

диоволн, и многие, многие другие. Общим между всеми этими процесса-

ми, несмотря на совершенно, порой, различную их физическую природу, 

является характер движения системы, его (движения) повторяемость. Бо-

лее детальный анализ дает, что уравнения, описывающие эти движения, 

во многих случаях в точности совпадают, а потому и поведения систем 

оказываются совершенно идентичными. Именно это обстоятельство и 

служит (более чем достаточным) основанием для выделения теории коле-
баний (и волн) в самостоятельный раздел физики, изучающий с единой 

точки зрения различные повторяющиеся процессы, могущие иметь абсо-

лютно разную физическую природу. Мы начнем изучение этого раздела с 
рассмотрения простейшей системы с одной степенью свободы1. 

Глава 12. КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С ОДНОЙ 

СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

Периодическим колебанием (системы с одной степенью свободы) на-

зывается процесс, описываемый периодической функцией. Напомним, что 

функция )(tf  называется периодической, если существует такое 

0>= constT , что для любого t
2 

 )()( tfTtf =+ . (1) 

Величина Т называется периодом функции )(tf . 

Из этого определения следует, что величины 2Т, 3Т и т. д. тоже явля-

ются периодами функции )(tf . Чтобы исключить возникающую отсюда 

                                                        
1 Если рассматриваемая система немеханическая, то координатами, определяющими чис-

ло ее степеней свободы, мы будем называть независимые параметры, однозначно задающие 
состояние системы, например ток в колебательном контуре.  

2
 Такое определение относится, строго говоря, лишь к функции, заданной на полубеско-

нечном интервале. Если область ее определения ограничена, то нужно еще добавить, что t не 
должно подходить к правой границе этой области ближе, чем на Т (иначе )( Ttf + выйдет из 
области определения). Мы будем считать это условие в (1) выполненным.  
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неопределенность, мы в дальнейшем под периодом будем, не оговаривая 

особо, понимать всегда наименьший из них. 

Просто колебанием мы будем называть процесс, описываемый  близ-
кой к периодической функцией. Функцию )(1 tf  назовем близкой к перио-

дической, если существует такая периодическая функция )(tf , что для 

любого t  

 ,)()(1 ε≤− tftf  (2) 

где 0>=ε const  – малая величина, много меньшая среднего значения 

)(1 tf  на том интервале, где функцию )(1 tf  можно считать близкой к пе-

риодической. Период функции )(tf  будем называть условным периодом 

функции )(1 tf . 

Определение (2) потребовалось нам потому, что большинство происхо-

дящих в природе колебательных процессов являются не строго периодиче-
скими, а приближенно, т. е. описываются как раз близкими к периодиче-
ским функциями. В то же время во многих случаях движение3

 системы 

можно с достаточной точностью считать чисто периодическим и, стало 

быть, такие движения также представляют собой обширный класс колеба-

ний. Как мы увидим в дальнейшем, важнейшее место среди них занимают 
гармонические, или синусоидальные, колебания. 

§12.1.  Гармонические  колебания  

Гармоническим называется периодическое колебание, происходящее 
по закону синуса или косинуса. В общем виде оно может быть записано 

следующим образом: 

 ),cos(ω)( 0ϕ+= tAtx  (3) 

где )(tx  – координата системы, а постоянные величины 0ω0 >> ,A  и 0ϕ  

называются соответственно амплитудой, круговой (циклической) частотой 

и начальной фазой колебания. Аргумент косинуса 0+ω ϕt , являющийся 

линейной функцией времени, носит название фазы колебания. Очевидно, 

при 0=t  эта фаза совпадает с начальной. Из (3) и (1) нетрудно получить 

период колебаний: при изменении t на период фаза должна измениться на 

 2π, т. е. 

 π2ω =T , (4) 

                                                        
3 Здесь и далее термин «движение» применяется в обобщенном смысле и означает изме-

нение во времени координат системы, определяющих число ее степеней свободы. 
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откуда 

 
ω
π2=T . (5) 

Вводят еще линейную частоту колебаний ν – величину, обратную пе-
риоду и в 2π раз меньшую циклической частоты: 

 
π2

ω1 ==
T

v . (6) 

Из (3) и (6) следует, что ω и ν измеряются в 1/с; для ν (но не для ω!) 

эта единица называется герцем (Гц). 

Пример. Найдем закон движения точки M, движущейся с постоянной 

угловой скоростью ω по окружности радиуса 

R, в проекции на какую-либо из координат-
ных осей (например х, рис. 1). 

Очевидно, 

 ),cos(ωcos)( 0ϕ+=ϕ= tRRtx  (7) 

т. е. x-проекция точки М совершает гармони-

ческое колебание с амплитудой R, частотой 

ω и начальной фазой 0ϕ , зависящей от того 

момента (часто произвольно выбираемого), 

когда начат отсчет времени. 

Закон движения М вдоль оси у будет отличаться от (7) только началь-

ной фазой, сдвинутой (уменьшенной) на π/2. 

Приведенный пример является кинематическим, ибо в нем мы описы-

вали заданное движение точки. Однако наибольший физический интерес 
представляет как раз анализ тех условий, при которых в исследуемой сис-
теме возникает колебательное движение. В этой лекции мы будем рас-
сматривать лишь такие системы, в которых могут существовать так назы-

ваемые свободные колебания. 

Свободными называются колебания, возникающие в системе под дей-

ствием внутренних сил4
, после того как она была выведена внешним воз-

действием из положения равновесия. Свободные колебания всегда зату-

хающие, ибо в реальных системах неизбежны потери энергии, полученной 

при внешнем «толчке». В идеализированном случае системы без потерь 

свободные колебания (продолжающиеся как угодно долго) называются 

собственными. Если потери энергии малы, то свободные колебания прак-

тически можно считать собственными, и мы часто, имея это в виду, не бу-

                                                        
4 Этими силами могут быть электростатические или индукционные силы. 

x 
ω R 

M 

ϕ 

y 

Рис. 1 
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дем делать между ними различия. Системы, в которых могут происхо-

дить свободные колебания, называются колебательными. 

Какими же свойствами должна обладать система, чтобы в ней могли 

возникнуть свободные колебания? Уже из их определения следует, что 

система должна иметь положение устойчивого равновесия, при выходе из 
которого появляется возвращающая сила. Этому положению соответству-

ет, как известно, минимум потенциальной энергии системы. 

Как мы увидим ниже, при свободных колебаниях происходит периоди-

ческое или почти периодическое преобразование энергии из одного вида в 

другой. Для этого система должна содержать элементы, могущие накап-

ливать эти виды энергии. И наконец, потери энергии не могут быть слиш-

ком высокими, иначе движение системы окажется неколебательным. 

Итак, для того чтобы представлять собой колебательную систему, по-

следняя должна: 

1) обладать потенциальной энергией, имеющей точку минимума (в ме-
ханических системах – это наличие поля тяжести, упругой пружины      и 

т. п., в электрических – присутствие емкости, могущей запасать электро-

статическую потенциальную энергию); 

2) содержать накопители энергии иного вида (т. е. массу – носитель 

кинетической энергии в механике и индуктивность, запасающую энергию 

магнитного поля – в электричестве); 
3) иметь малое затухание (см. ниже)5

. 

Рассмотрим теперь несколько колебательных систем, удовлетворяю-

щих перечисленным свойствам, причем ограничимся сперва предельным 

случаем полного отсутствия потерь. 

1. Математический маятник. Это – материальная точка, подвешен-

ная в поле тяжести на невесомой и нерастяжимой нити (рис. 2). Если от-
клонить маятник от вертикали (положения равновесия), то появится воз-
вращающая сила, и если его отпустить, то возникнут колебания. Для их 

описания воспользуемся естественным способом задания движения точки 

(см. лекцию 1). Выберем на траектории ее движения (дуге радиуса l) на-

                                                        
5 Определение элементов, образующих колебательную систему, порой требует достаточно 

тщательного анализа. Если для электрического колебательного контура все очевидно, то в 
случае механической колебательной системы необходимы некоторые уточнения. Например, 
система, состоящая из груза и пружины со свободным концом, не является колебательной 
(свободных колебаний в ней возникнуть не может). Необходимо еще прикрепить этот конец к 
неподвижному (т. е. достаточно массивному) упору. Если не включать этот упор в нашу сис-
тему, то тогда периодическая сила, действующая с его стороны на пружину при колебаниях 
груза, будет внешней и данное нами определение свободных колебаний окажется некоррект-
ным. Стало быть, груз на пружине только тогда будет образовывать колебательную систему, 
когда мы включим в нее еще и массивный упор, к которому прикрепим свободный конец 
пружины. Точно так же маятник сам по себе, вне поля тяжести, не представляет собой колеба-
тельной системы, для образования которой необходимо поле тяжести считать не внешним, а 
неотъемлемым элементом нашей системы. 
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чало отсчета – точку О, совпадающую с положением равновесия маятни-

ка, и положительное направление отсчета координаты S – длины дуги. От-
клоним маятник на угол α от вертикали и напишем II закон Ньютона в 

проекции на касательное направление (пренебрегая силами трения): 

 ,sinsinα
l

S
mgmgSm −=−=��  (8) 

где через S��  обозначена вторая производная ко-

ординаты по времени (т. е. ускорение), а знак 

«минус» соответствует всегда противополож-

ным направлениям силы и смещения. Ограни-

чимся случаем малых колебаний маятника, т. е. 
положим 

 .
l

S

l

S ≈sin  (9) 

Тогда возвращающая сила получается пропор-

циональной смещению S и уравнение (8) может быть переписано в виде 

 02
0 =ω+ SS�� , (10) 

где введено обозначение 

 .
l

g
=2

0ω  (11) 

Это – дифференциальное уравнение второго порядка, ибо в него вхо-

дит помимо неизвестной функции S(t) и ее вторая производная. Существу-

ет определенная методика решения таких уравнений, на которой мы, од-

нако, останавливаться не будем, а приведем лишь окончательный 

результат: 

 )cos(ω)( 000 ϕ+= tStS , (12) 

т. е. решением (10) является как раз гармоническое колебание с амплиту-

дой (максимальным отклонением от положения равновесия) S0, круговой 

частотой ω0, называемой собственной, и начальной фазой ϕ0. 

Из трех параметров решения S0, ω0, ϕ0 лишь один (ω0) входит в исход-

ное уравнение (10), а потому определяется свойствами колебательной сис-
темы (длиной l и ускорением g). Два других совершенно произвольны и 

находятся из начальных условий, т. е. зависят от положения и скорости 

массы m в начальный момент времени. Предоставляем читателю непо-

средственным дифференцированием убедиться в том, что (12) действи-

тельно является решением уравнения (10). В математике показывается, 

 

α 

 

l 

O 

m 
+S 

mg 

Рис. 2 
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что это решение является общим6
, т. е. что других функций, удовлетво-

ряющих (10), не существует7
. 

Итак, собственная частота малых колебаний математического маятни-

ка определяется формулой (11) и не зависит от амплитуды. Период таких 

колебаний 

 
g
l

T π== 2
ω
π2

0

 (13) 

(формула Гюйгенса). При больших амплитудах соотношение (9) перестает 
выполняться, возвращающая сила оказывается уже не пропорциональной 

смещению и колебания становятся не гармоническими. 

2. Колебания груза на пружине (рис. 3). Выбирая нуль х – координа-

ты груза в точке, соответствующей недеформированному состоянию пру-

жины и пренебрегая трением, можно записать 

 xFxm =�� , (14) 

где xF – проекция силы упругости на 

ось х. Если колебания малы, то вы-

полняется закон Гука, т. е. сила ока-

зывается пропорциональной смеще-
нию: 

 ,kxFx −=  (15) 

где 0>k  – коэффициент жесткости, а знак «минус» показывает, что сила 

возвращающая: при положительных х она отрицательна, при отрицатель-

ных, наоборот, положительна (пружина сжата). Тогда (14) примет вид 

 0,ω2
0 =+ xx��  )01( ′  

что совпадает с (10), только через 0ω  здесь обозначена величина 

 .
m
k=0ω  (16) 

Таким образом, и  в  этом  случае  мы  приходим  к  гармоническому 

колебанию, амплитуда и начальная фаза которого определяются началь-

                                                        
6 Общее решение любого дифференциального уравнения с максимальным порядком n 

входящих в него производных обязательно содержит n произвольных постоянных. 
7 Очевидно, сумма двух (и большего числа) решений (12), различающихся амплитудами 

0S  и фазами 0ϕ , также удовлетворит уравнению (10). Однако, как известно (см., например, 

следующую лекцию), сумма синусоид одинаковой частоты представляет собой одну синусои-
ду той же частоты, т. е. опять решение (12). 

 
Рис. 3. 
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ными условиями, а собственная частота 0ω  – свойствами колебательной 

системы. 

3. Колебательный ( LCR ) контур8
 (рис. 4). В качестве «координаты» 

системы выберем заряд q (могущий быть и отрицательным) на правой об-

кладке конденсатора. Такому выбору соот-
ветствует указанное на рисунке положи-

тельное направление тока I в контуре. Дей-

ствительно, поскольку qI �= , 

положительным должен считаться ток, 

приводящий к увеличению q (как положи-

тельной считается скорость x�=v , вызы-

вающая возрастание координаты x). Тогда, 

применяя обобщенный закон Ома к участ-
ку цепи 21LR , можно написать9 

 .ILIR �−ϕ−ϕ= 21  (17) 

Учитывая, что q
C

1
12 =ϕ−ϕ и qI ��� = , перегруппировав в (17) слагаемые, 

получим 

 ,0
1 =++ q
C

qRqL ���  (18) 

откуда в пренебрежении потерями (т. е. при R → 0) следует уравнение гар-

монических колебаний 

 ,02
0 =ω+ qq��  )01( ′′  

где 

 
LC

1ω0 =  (19) 

и представляет собой, очевидно, собственную частоту колебаний заряда на 

конденсаторе. 
Из решения )01( ′′  

 )cos(ω)( 000 ϕ+= tqtq  

( 00 и ϕq – амплитуда и начальная фаза колебаний заряда) может быть по-

                                                        
8 Рассмотрение сразу проводится для контура с потерями, ибо полученные из него соот-

ношения понадобятся нам в дальнейшем. 
9 Мы рассматриваем квазистационарные, т. е. достаточно медленные, процессы, к кото-

рым в каждый момент времени могут быть применены законы постоянных токов. 

 
 

Рис. 4. 
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лучено выражение для тока в контуре 

 )sin(ω)()( 0000 ϕ+ω−== tqtqtI � , (20) 

из которого видно, что ток тоже меняется по гармоническому закону с той 

же частотой ω0, но с амплитудой, большей q0 в «ω0 раз», и своей началь-

ной фазой. 

Из приведенных примеров явствует, что гармонические колебания в 

механических системах возникают там, где имеется возвращающая сила, 

пропорциональная смещению из положения равновесия. Но такая ситуа-

ция, если колебания малы, 

реализуется на практике очень 

часто, а потому гармонические 
колебания чрезвычайно рас-
пространены. Чтобы понять, 

почему это так, рассмотрим 

поведение какой-либо системы 

вблизи положения устойчивого 

равновесия. Пусть график за-

висимости ее потенциальной 

энергии U от координаты x ка-

чественно имеет вид, представленный на рис. 5 (начало отсчета x выбрано 

в минимуме U). Разложим функцию U(x) в окрестности точки x = 0 в ряд 

Тейлора: 

 ...
2
1)( 2

000 +′′+′+=
==

xUxUUxU
xx

 (21) 

Здесь 
000 ,,

==
′′′

xx
UUU – постоянные коэффициенты при соответст-

вующих степенях переменной х. Чем меньше х, тем с большей точностью 

можно отбросить члены высших порядков. Поскольку точка x = 0 есть 

точка минимума, 

 00
00

≥′′=′
== xx

UU ,  (22) 

и (21) принимает вид 

 ,...++= 2
0 2

1
)( kxUxU  (23) 

где введено обозначение kU
x

=′′
=0

. 

При малом смещении из положения равновесия в любую сторону по-

тенциальная энергия системы меняется (возрастает) и возникает сила, х-

проекция которой (см.§ 8.10) 

 
 

Рис. 5. 
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 .
dx

dU
Fx −=  (24) 

Подставляя сюда (23), получим 

 ,kxFx −≈  (25) 

т. е. сила оказывается, естественно, возвращающей и пропорциональной 

смещению. Таким образом, практически любые малые колебания являют-
ся гармоническими10

. В этом – одна из причин той важной роли, которую 

они играют в теории колебаний. 

Другая причина имеет большее отношение к радиотехнике и связана с 
известной теоремой Фурье. Согласно этой теореме, всякую (кусочно-

непрерывную) периодическую функцию с периодом Т можно представить 

в виде бесконечной суммы гармонических функций (гармоник) с перио-

дами Т, T
2

1 , T
3

1 ,..., и вполне определенными амплитудами и начальными 

фазами. Поэтому, изучив свойства гармонических функций и их преобра-

зование различными радиотехническими устройствами, часто (но не все-
гда; это зависит от устройства!) можно судить о свойствах и трансформа-

ции любого периодического сигнала, проходящего через эти устройства. 

§12.2.  Энергия  гармонических колебаний  

Существенным в любом колебании является периодический (или почти 

периодический) переход энергии из одной формы в другую. Стало быть, 

энергия (ее значение в данный момент) тоже колеблется. Проследим за 

этими колебаниями на двух примерах консервативных систем: груза на 

пружине (рис. 3) и колебательного контура без потерь. 

Пусть координата груза и заряд даются соответственно выражениями 

 ,cosω)(;cosω)( 0000 tqtqtxtx ==  (26) 

                                                        
10 Может  оказаться,  что  и 0

0
=′′

=x
U .  В  этом  случае  пер-

вый отличный от нуля член разложения )(xU  дает силу, уже        
не  пропорциональную  смещению,  и  даже  малые  колебания  
оказываются   негармоническими.   В   качестве  примера  подоб-
ной  ситуации  рассмотрим  систему,  изображенную  на  рисунке. 
Муфта  М  на  пружине  скользит  по  жесткой  направляющей  ох, 
причем  в  положении  равновесия  пружина  не  деформирована. 
Тогда при отклонении муфты на x пружина удлиняется на 

h
xhhhhhhl
222

αsin2)cos(1
cosα

cosα1
cosα

22
2 ≈α≈=α−≈−=−=∆  и возни-

кает возвращающая сила 
2

3

2
sinα

h

kx
lkFx −≈∆−= . 

h 

o 

k 

x 

α 

x 

M 
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где начальная фаза (очевидно, без ограничения общности) положена рав-

ной нулю. Тогда потенциальная энергия пружины U и энергия заряженно-

го конденсатора (энергия электрического поля) εW  равны 

 

.

,

2

cos2ω1

2
ωcos

2
1

2
)(

2

cos2ω1

2
ωcos

22
)(

0

2

0
0

22
0

2

0
2
0

0
22

0

2

t

C

q
tq

CC

q
tW

tkx
txkkxtU

+
===

+
===

ε

 (27) 

Таким образом, энергии U  

и εW  тоже меняются по гармо-

ническому закону, однако не 
около нуля, а около некоторого 

своего среднего значения 

(
4

2
0kx
и 

C

q

4

2
0 ), причем колеб-

лются они с удвоенной часто-

той 2ω0 (рис. 6). С этой же 
частотой, конечно, колеблются и кинетическая энергия груза w и энергия 

тока (магнитного поля) µW , в которые и переходят периодически U и Wε . 

Действительно, из (26) 

 
,sinωω)(

,sinωω)(

000

000

tqtqI

txtx

−=≡

−=≡

�

�v

 (28) 

так что 

 

.

,

2

cos2ω1

2
ωsinω

22
)(

2

cos2ω1

2
ωsinω

22
)(

0
2
0

0
22

0
2
0

2

µ

0
2
0

0
22

0
2
0

2

t

C

q
tqLLItW

tkx
txmmt

−
===

−
=== v

w

 (29) 

Колебания w и Wµ происходят с той же амплитудой и частотой, что и U 

и Wε , но в противофазе с ними (рис. 6). Дважды за период потенциальная 

энергия пружины достигает максимального значения: при отклонении гру-

за в одну сторону от положения равновесия и в другую. Кинетическая 

энергия тоже два раза проходит через максимум (но, понятно, в другие 
моменты времени): один раз при v > 0, другой – при v < 0. Аналогичные 
колебания энергии происходят в LC-контуре. Из (27) и (29) 

 
,)()(

)()(

µ consttWtW

constttU

=+

=+

ε

,w

 (30) 

 
 

Рис. 6. 
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что находится, разумеется, в полном согласии с законом сохранения энер-

гии (ведь рассматриваемые системы консервативны). 

Проведенный сравнительный анализ колебаний груза на пружине и за-

ряда в колебательном контуре и превращений энергии при колебаниях по-

зволяет усмотреть определенные физические аналогии между рядом ха-

рактеристик этих колебательных систем. И из уравнений движения (10′) и 

(10′′), и из (27) и (29) с очевидностью следует, что аналогом массы и же-
сткости являются соответственно индуктивность и величина, обратная ем-

кости: 

 .
C

kLm
1

; ↔↔  (31) 

Далее, смещению x  соответствует заряд q, а скорости v – ток I: 

 .; Iqx ↔↔ v  (32) 

И наконец, потенциальной и кинетической энергиям соответствуют энер-

гии зарядов и тока: 

 .
22

;
22

2222
LIm

C

qkx ↔↔ v  (33) 

§12.3.  Затухающие  колебания  

Любое свободное колебание является затухающим, ибо в реальной сис-
теме всегда имеются потери энергии. В механике их причина – в присут-
ствии различного рода сил трения, в электричестве – электрического со-

противления. Наиболее часто встречающийся вид трения в механических 

системах – это жидкое трение11
; им мы и ограничимся в нашем рассмот-

рении. 

Сила жидкого (вязкого) трения, испытываемого телом при его движе-
нии в жидкой или газообразной среде, направлена навстречу скорости это-

го тела v относительно среды и пропорциональна ей: 

 ,vhсопр −=F  (34) 

где h – постоянный коэффициент, называемый коэффициентом вязкого 

трения и зависящий от свойств среды и формы и размеров тела. При на-

                                                        
11 Все трущиеся детали механизмов обычно смазываются маслом. При движении тел в га-

зе сила его сопротивления (если скорости не очень велики) также носит характер силы жидко-
го трения. 
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личии такой силы уравнение движения, например, груза на пружине (рис. 
3) примет вид 

 ,xhkxxm ��� −−=  (35) 

или 

 ,0ω2δ 2
0 =++ xxx ���  (36) 

где 

 
m

h

2
=δ  (37) 

– размерный параметр, называемый коэффициентом затухания, а ω0 – 

собственная частота, определяемая (16). К такой же форме, очевидно, мо-

жет быть приведено уравнение малых свободных колебаний практически 

любой механической системы, где действует вязкое трение (разумеется, 

коэффициенты δ и ω0 всякий раз будут своими). 

Уравнение колебаний в LCR-контуре уже получено нами ранее (соот-
ношение (18)), и оно тоже приводится к виду (36), если положить в нем 

 .
L

R

2
=δ  (38) 

Из (37) и (38) следует аналогия 

 .Rh ↔  (39) 

Уравнение (36) представляет собой уравнение затухающих колебаний. 

Его общим решением является функция12
 

 ,)cos(ω)( 0ϕ+−= δ
tAetx

t  (40) 

где 

 ,
22

0 δωω −=  (41) 

а 0и ϕA  по-прежнему определяются начальными условиями. График 

функции (40) приведен на рис. 7. Величину tAe δ−  по аналогии с гармони-

ческим колебанием нестрого называют амплитудой колебания; она убыва-

ет по экспоненциальному закону (тем быстрее, чем больше коэффициент 
затухания, т. е. потери в системе). Тогда константу ω можно (тоже нестро-

го) назвать частотой затухающего колебания, а обратную (с точностью до 

2π) ей величину 

                                                        
12 Не останавливаясь на методах решения уравнения (36), предлагаем читателю непосред-

ственным дифференцированием убедиться в верности решения (40). 
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ω
2π=T  (42) 

– его периодом (часто T называют ус-
ловным периодом)13. Если δ мало 

( 2
0

2 ωδ << ), то свободные колебания про-

исходят на частоте, близкой к собствен-

ной. С ростом затухания колебания за-

медляются, т. е. ω, все дальше отходя от 
ω0, уменьшается. При 

 δ ≥ ω0 (43) 

выражение (41) теряет смысл, движение системы качественно меняется и 

становится неколебательным (апериодическим). Именно в этом смысле и 

имелась в виду малость затухания, когда формулировались условия суще-
ствования свободных колебаний в системе. 
 

 

Контрольные вопросы и задания 

 

1. Что называется периодическим колебанием? Просто колебанием? 

Гармоническим колебанием? Свободным  колебанием? Собственным ко-

лебанием? 

2. Что называется колебательной системой? Сформулировать требова-

ния, предъявляемые к такой системе. 
3. Найти периоды собственных колебаний математического маятника и 

груза на пружине, а также колебательного контура. 

4. Почему практически любое малое колебание в системе без потерь яв-

ляется гармоническим?  

5. Показать, что энергия любого вида в колебательной системе без по-

терь колеблется с удвоенной собственной частотой. 

6. Вывести уравнение затухающих колебаний для механической и элек-

трической колебательных систем и написать его решение. Что такое ко-

эффициент затухания? При какой его величине колебательное движение 
переходит в апериодическое? 

7. Какие параметры колебательного контура являются аналогами мас-
сы, жесткости, коэффициента вязкого трения? В каком смысле следует по-

нимать эту аналогию? 

                                                        
13 При соответствующем выборе ε  (см. (2)) функцию (40) можно считать близкой к пе-

риодической. 

 
Рис. 7. 



16 Глава 12. Колебания систем с одной степенью свободы 

 

Лекция 20 

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Вынужденными называются колебания, происходящие под действием 

внешней (вынуждающей) периодической силы, параметры которой оп-

ределяются воздействующим устройством и не зависят от происходя-

щих в системе колебаний. При вынужденных колебаниях, таким образом, 

в отличие от свободных, эта сила не только сообщает системе начальный 

«толчок», но и продолжает действовать на протяжении всего времени на-

блюдения. При этом система, вообще говоря, не обязательно должна быть 

колебательной, т. е. иметь собственную частоту колебаний. Например, 

возвратно-поступательное движение поршня в цилиндре двигателя внут-
реннего сгорания или колебания заряда на обкладках конденсатора, вклю-

ченного в цепь переменного тока, представляют собой вынужденные ко-

лебания как раз неколебательных систем. Движение в этом случае 
навязывается системе внешней силой, она не обязана иметь собственную 

частоту. 
Однако наибольший интерес представляют вынужденные колебания 

системы с собственной частотой ω0, благодаря наличию которой она су-

щественно по-разному откликается на внешнее воздействие в зависимости 

от его частоты. Именно такую ситуацию мы и будем исследовать в на-

стоящей лекции, причем ограничимся наиболее интересным случаем гар-

монического  воздействия. 

§12.4.  Уравнение вынужденных  гармонических 

колебаний  

Рассмотрим примеры механической и электрической колебательных 

систем, в которых могут происходить вынужденные колебания. Это – 

обычные колебательные системы, скажем, груз на пружине и колебатель-

ный контур, подвергающиеся внешнему гармоническому воздействию. 

Как же на практике его осуществить? 

В случае механической системы такое воздействие может быть реали-

зовано, если, например, грузу сообщить некоторый заряд и всю систему 

поместить в продольное переменное электрическое поле. Тогда на воз-
вращающую (внутреннюю) упругую силу наложится кулоновская (внеш-

няя), меняющаяся по заданному закону. 

Однако то же воздействие может быть достигнуто значительно проще, 
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если просто двигать гармонически с произвольной частотой «закреплен-

ный» конец пружины (рис. 1). Действительно, при таком движении пру-

жина будет испытывать до-

полнительную деформацию, 

которая и вызовет добавоч-

ную гармоническую силу, 

действующую на груз14
. Ес-

ли x1 и x – смещения соот-
ветственно левого и правого 

концов пружины от началь-
ных точек O1 и O, соответствующих ее недеформированному состоянию 

(рис. 1), то, очевидно, удлинение пружины 1= xxl −∆  и уравнение движе-

ния груза примет вид (см. 35л19) 

 xhxxkxm = ��� −−− )( 1 , (1) 

где h, напомним, коэффициент жидкого трения, определяемый соотноше-
нием (34л19). Пусть левый конец пружины движется по закону 

 tAtx ωcos=)(1 , 

где А и ω – произвольные амплитуда и частота. Тогда вместо (1) получим 

 tkA+kxxhxm ω=+ cos��� , 

или, вводя обозначения 
m

h

2
=δ , 

m
k=ω2

0  и AkF =0 , 

 t
m

F
xxx cosωωδ2 02

0 =++ ��� . (2) 

Это и есть уравнение вынужденных колебаний (в приведенном виде). Его 

левая часть совпадает с левой частью уравнения (36л19) затухающих ко-

лебаний, в правой же части вместо нуля стоит заданная (гармоническая) 

функция времени, характеризующая внешнее воздействие. 
На электрическую колебательную систему – колебательный контур – 

внешнее воздействие может быть оказано, если разорвать контур в любом 

месте и образовавшиеся концы подключить к источнику внешнего напря-

жения, который меняет его по заданному закону (рис. 2). Складывая на-

пряжения  на  различных  участках  контура  (с  учетом  выбранных  на 

рис. 2  положительного направления тока I и обкладки конденсатора с за-

                                                        
14 Именно эту добавочную силу и следует считать внешней, фигурирующей в определе-

нии вынужденных колебаний.  

 
 

Рис. 1 
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рядом q), получим: 

 21
1 ϕ−ϕ=++ IRq
C

IL � . (3) 

Если внешнее напряжение  
U = ϕ1 – ϕ2 меняется по гар-

моническому  закону 

 U(t) = U0 cos ωt, 

то уравнение (3) принимает вид ( qI= � ) 

 tUq
C

qRqL cosω1
0=++ ���  

и после использования обозначений §§12.1 и 12.3 
L

R
=

2
δ , 

LC
12

0 =ω  мы 

получаем   уравнение  вынужденных  электрических  колебаний,  анало-

гичное (2): 

 t
L

U
q=+q+q cosωωδ2 02

0
��� . (4) 

Решение дифференциальных уравнений (2) и (4) может быть найдено с 
помощью так называемого метода векторных диаграмм. 

§12.5.  Метод векторных диаграмм  

Рассматривая в предыдущей лекции 

(в качестве примера) равномерное вра-

щение точки по окружности, мы видели, 

что ее проекции на оси координат, про-

ходящие через центр этой окружности, 

колеблются по гармоническому закону. 

Очевидно, что и наоборот, каждому 

гармоническому колебанию 

 )cos(ω)( 0ϕ+= tAtx  (5) 

с амплитудой A, круговой частотой ω  и начальной фазой ϕ0 может быть 

поставлен в соответствие вектор длины A, вращающийся (против часовой 

стрелки) вокруг своего начала O (рис. 3) с угловой скоростью ω и состав-

ляющий в данный момент с выбранной осью, лежащей в плоскости вра-

щения и обычно проходящей через точку О, угол ϕ = ωt + ϕ0. При этом 

проекция конца вектора на выбранную ось будет как раз в точности со-

вершать колебание (5). Графическое представление гармонического ко-

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 
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лебания с помощью вращающегося вектора называется векторной диа-

граммой. 

Главным (и, по сути, единствен-

ным) содержанием введенного пред-

ставления является возможность про-

сто и наглядно, геометрически, 

производить с его помощью сложение 
двух (и более) гармонических колеба-

ний одной частоты
15

. Действитель-

но, поставим в соответствие склады-

ваемым колебаниям 

 
)cos(ω)(

,)cos(ω)(

2022

1011

ϕ+=

ϕ+=

tAtx

tAtx
 

два вектора  A1 и  A2 и приведем их к общему началу O. Оба они, очевид-

но, будут вращаться вокруг точки O с одинаковой угловой скоростью ω  

(рис. 4). С этой же скоростью, конечно, 

будет вращаться и суммарный вектор 

A = A1 + A2 . Очевидно, далее, что сумма 

проекций x1 и x2 векторов A1 и A2 на ось 

х в каждый момент времени равна про-

екции вектора A на эту ось. Эта послед-

няя будет меняться тоже по гармониче-
скому закону с частотой ω. Таким 

образом, мы приходим к утверждению, 

что сумма двух колебаний одной часто-

ты равна гармоническому колебанию 

той же частоты: 

 .)cos(ω)cos(ω)cos(ω)()( 020210121 ϕ+=ϕ++ϕ+=+ tAtAtAtxtx  (6) 

Для вычисления его амплитуды и начальной фазы нарисуем векторную 

диаграмму складываемых колебаний для нулевого момента времени     

(рис. 5). Применяя теорему косинусов к треугольнику, образованному век-

торами  A1,  A2  и  A,  получим 

 .)cos(2 102021
2
2

2
1

2 ϕ−ϕ++= AAAAA  (7) 

                                                        
15 Этим методом можно исследовать также наложение колебаний с близкими частотами 

(так называемые биения). 

 

Рис. 4 

      Рис. 5 

x 
 

x 
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Из рис. 5, далее, с очевидностью следует16
, что 

 .
202101

202101
0 coscos

sinsin
tg

ϕ+ϕ

ϕ+ϕ
=ϕ

AA

AA
 (8)

 

Итак, вместо того, чтобы суммировать по тригонометрическим форму-

лам гармонические колебания, мы представили эти колебания в виде про-

екций вращающихся векторов и сложили сами векторы. Взяв проекцию 

полученного вектора, мы вновь перешли к гармоническому колебанию, 

являющемуся в силу вышесказанного суммой исходных колебаний. Такие 
вычисления (особенно в случае нескольких слагаемых) оказываются зна-

чительно проще и нагляднее тригонометрических. 

Прежде чем применять описанный метод для анализа вынужденных 

колебаний, рассмотрим поведение отдельно R, L и C-элементов в цепи пе-
ременного тока. 

§12.6.  R ,  L ,  C-элементы  в  цепи  переменного  тока 

Подключим по очереди каждый из элементов колебательного контура 

рис. 2 к источнику переменного напряжения 

 t=UtU cosω)( 0  (9) 

и найдем текущий через этот элемент ток I
17

. 

В случае резистора (рис. 6 а) по закону Ома для участка цепи в любой 

момент времени 

                                                        
16 Нетрудно убедиться, что выражения (7) и (8) справедливы при произвольных величи-

нах (и знаках) углов 
2010

 и ϕϕ . 
17 Под током, текущим через конденсатор, понимается ток, текущий по подводящим про-

водам и приводящий к его периодической перезарядке. 

    
 

Рис.6 
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 tIt
R

U

R

tU
=tI cosωcosω

)(
)( 0

0 == , (10) 

т. е. ток меняется в фазе с напряжением (рис. 7 а), а его амплитуда 

 
R

U
=I 0

0 . (11) 

Используя уже обобщенный закон Ома для участка цепи с индуктивно-

стью (рис. 6 б), можно написать 

 IL=IRL
�−ϕ−ϕ 21 , (12) 

где RL – омическое сопротивление индуктивности. Полагая RL = 0          

(мы рассматриваем «чистую» индуктивность), вместо (12) получим     

(ϕ1 – ϕ2 = U) 

 t
L

U

L

tU
=tI cosω

)(
)( 0=� . (13) 

Это – дифференциальное уравнение, решение которого легко угадывается. 

В самом деле, мы должны подобрать такую функцию I(t), производная ко-

торой пропорциональна cos ωt. Но такой функцией является, очевидно, 

sin ωt. Стало быть, общее18
 решение (13) есть 

 Ct
L

U
=tI +sinω
ω

)( 0 , (14) 

где С – произвольная постоянная (которая при дифференцировании исче-
зает). Физически она означает наличие постоянного тока произвольной 

величины, текущего «по инерции» и не требующего для своего поддержа-

ния никакого напряжения (ведь сопротивление RL нашего участка в точно-

сти равно нулю). Поскольку любая индуктивность на практике имеет все 
же конечное сопротивление (так что этот постоянный ток с течением вре-
мени обязательно затухнет), без ограничения общности можно положить 

                                                        
18 См. сноску 6 на стр. 7. 

     

Рис. 7 
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С = 0
19

 и вместо (14) написать 

 tIt
L

U
=tI sinωsinω
ω

)( 0
0 = . (15) 

Таким образом, ток, текущий через индуктивность, меняется тоже по 

гармоническому закону с амплитудой 

 
L

U
=I
ω

0
0 , (16) 

но оказывается сдвинутым по фазе по отношению к питающему напря-

жению: он отстает от напряжения на четверть периода (рис. 7 б). 

Для расчета тока, текущего через конденсатор (рис. 6 в), необходимо 

учесть, что напряжение, действующее на нем, в любой момент времени 

связано с зарядом q на его обкладках известным соотношением 

 q(t) = CU(t). (17) 

Поскольку U(t) со временем меняется, меняться будет и заряд каждой об-

кладки конденсатора, стало быть, по подводящим проводам должен течь 

какой-то ток I. Его можно найти, продифференцировав (17) по времени: 

 .tItCUt
dt
dCUtUCtqtI ω−=ωω−=ω=== sinsin)(cos)()()( 000

�� . (18) 

Отсюда видно, что ток, текущий и в этой цепи, меняется по гармониче-
скому закону с амплитудой 

 I0 = ωCU0 (19) 

и оказывается тоже сдвинутым по фазе по отношению к напряжению. 

Однако здесь он опережает напряжение на четверть периода (рис. 7 в). 

На рис. 8 представлены векторные диаграммы токов, текущих через 
каждый из рассмотренных элементов, и напряжений, действующих на 

них. Данные диаграммы соответствуют нулевому моменту времени, когда 

1cosω =t  и напряжение достигает амплитудного значения. Каждый вектор 

                                                        
19 В сверхпроводниках такие постоянные токи могут действительно существовать неогра-

ниченно долго и пренебречь ими, конечно же, нельзя, однако это уже другая задача.  

                         

Рис. 8 
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вращается с угловой скоростью ω, и соответствующая ему величина изме-
нятся, как проекция этого вектора на горизонтальную ось. Например, 

мгновенное значение тока в данный момент на рис. 8 в равно нулю (про-

екция вертикального вектора на горизонтальную ось). В следующий мо-

мент времени I0 повернется на некоторый угол против часовой стрелки и 

появится небольшой отрицательный ток. Одновременно повернется и век-

тор U0 и напряжение на конденсаторе (проекция U0) несколько упадет 
против своего максимального значения и т. д. (все в точном соответствии 

с графиком рис. 7 в). 

Из формул (9), (15) и (18) явствует, что мгновенные значения токов 

I(t), текущих через L и C, не пропорциональны приложенному напряже-
нию U(t), ибо все они сдвинуты друг относительно друга по фазе. В то же 
время амплитуды I0 этих токов (а также тока через резистор) в соответст-
вии с (11), (16) и (19) оказываются пропорциональными амплитуде U0 

внешнего напряжения. Отношение амплитуды действующего на участке 

цепи напряжения к амплитуде текущего через него тока называется 

сопротивлением участка переменному току. Мы будем обозначать его 

буквой Z. Из (11), (16) и (19), очевидно, 

 
C

ZLZRZ CLR ω
1,ω, === . (20) 

Сопротивление ZR резистора называется активным, индуктивное ZL и ем-

костное ZC сопротивления – реактивными. Чем выше частота (которой 

пропорциональна скорость изменения тока) и индуктивность, тем больше 
встречная ЭДС самоиндукции, препятствующая прохождению тока, и, 

стало быть, тем больше сопротивление ZL. Для конденсатора же, наоборот, 
поскольку производная заряда (т. е. ток) пропорциональна его амплитуде 
q0 (а значит, емкости С) и частоте ω, емкостная проводимость (величина, 

обратная сопротивлению) оказывается пропорциональной ωС. 

Перед анализом вынужденных колебаний систем рис. 1 и 2, рассмот-
рим еще вопрос о мощности, развиваемой электрическими силами на уча-

стке цепи переменного тока. 

§12.7.  Мощность  в  цепи  переменного  тока 

Пусть на участке цепи действует переменное напряжение 
U(t) = U0 cos ωt и по нему протекает ток20

 )cos(ω)( 0 ϕt+=ItI , вообще гово-

ря, сдвинутый по фазе относительно напряжения на некоторую величину ϕ 

                                                        
20 Если цепь имеет разветвления, то под током понимается ток, втекающий в этот участок 

и вытекающий из него по подводящим проводам.  
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(могущую быть и отрицательной). Мгновенное значение мощности, разви-

ваемой на этом участке электрическими силами, очевидно, равно 

 )cos(ωcosω)( 00 ϕt+tI=UtP  (21) 

и является тоже периодической функцией времени. Среднее значение cpP  

этой мощности
21

 за достаточно большой промежуток времени t>>T     

(а именно это значение и представляет практический интерес) называется 

просто мощностью (электрических сил) в цепи переменного тока и оп-

ределяется средним значением (21) за период. Действительно, если рас-
сматриваемый интервал t содержит целое число периодов, то это очевидно 

(ибо через период «все повторяется»). Если же в нем присутствует еще  
какая-то часть периода ∆T, то, вообще говоря, Pср немного изменится 

(против среднего за период). Но если промежуток t содержит достаточно 

много периодов, то вклад ∆T в общую работу, очевидно, окажется пренеб-

режимо малым и им вполне можно пренебречь. 

Итак, для вычисления Pср достаточно усреднить (21) по периоду. Пре-
образуя произведение косинусов в их сумму, получим 

 [ ]ϕ+ϕ+ cos)cos(2ω
2

)( 00 t
IU

=tP . (22) 

Первый член в (22) – периодическая функция с периодом T / 2. Ее среднее 
значение за время T, очевидно, равно нулю (оно равно нулю даже за T / 2). 

Второй член в (22) есть просто константа (от времени не зависит), значе-
ние которой при усреднении по любому отрезку времени не меняется. 

Стало быть, 

 ϕcos
2

00IU
=Pcр . (23) 

Таким образом, мощность, развиваемая электрическими силами в цепи 

переменного тока, определяется, помимо значений амплитуд тока и на-

пряжения, еще сдвигом фаз ϕ между ними (косинус – четная функция, и 

знак ϕ в (23) несуществен). 

Появление фактора ϕcos  в выражении для мощности обусловлено, ко-

нечно, присутствием в цепи реактивных элементов – емкости и индуктив-

ности. При подключении любого из них к источнику переменного напря-

жения 0cos =ϕ  (рис. 7) и средняя за период мощность оказывается тоже 

равной нулю. Физически это объясняется тем, что каждый из этих элемен-

тов является накопителем энергии и при воздействии переменного напря-

                                                        
21 Под средней мощностью силы за некий интервал времени понимают отношение работы 

силы за этот интервал к его длительности.  
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жения периодически «принимает» энергию и отдает ее обратно во внеш-

нюю цепь. Если участок содержит комбинацию реактивных элементов и 

резисторов, то cos ϕ оказывается уже не равным нулю и этот участок на-

чинает потреблять энергию. 

Если рассматриваемая цепь состоит только из резисторов, имеющих 

эквивалентное сопротивление R, то 1cos =ϕ  и выражение (23) принимает 

вид 

 
2

00IU
=Pcp , (24) 

что после подстановки (11) дает 

 
R

U
R

I
=Pcp 22

2
0

2
0 = . (25) 

Эти соотношения очень похожи на формулы для мощности джоулевых по-

терь в случае постоянного тока 

 
R

UR==IPдж

2
2 . 

Таким образом, с точки зрения выделяемой на сопротивлении мощно-

сти переменный ток с амплитудой I0 эквивалентен постоянному току вели-

чины 20II= . То же, очевидно, можно сказать и о напряжении. Величи-

на эфI постоянного тока выделяющего на активном сопротивлении ту 

же тепловую мощность, что и данный переменный (кстати, не обяза-

тельно синусоидальный) ток, называется эффективным или действую-

щим значением этого переменного тока. Аналогично определяется и эф-

фективное значение напряжения эфU . Эти значения введены для того, 

чтобы избавиться от двойки в знаменателе в формулах (24) и (25) и сде-
лать их в точности совпадающими с соответствующими формулами по-

стоянного тока: 

 
R

U
R==II=UP

эф
эфэфэфcp

2
2 . (26) 

Очевидно, 20IIэф =  и 20U=Uэф . Все электроизмерительные 

приборы имеют шкалы, проградуированные в эффективных значениях U 

и I. На бытовых электроприборах указывается тоже действующее значе-
ние напряжения. В дальнейшем, говоря о переменных токе или напряже-
нии, мы всегда будем иметь в виду их эффективные значения и обозна-

чать эти величины буквами I  и U без индексов (сохранив обозначения 

0I  и 0U  для амплитуд). Тогда общее выражение (23) для средней мощно-
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сти cpP , которую мы будем называть просто мощностью и обозначать как 

P , примет вид 

 ϕcosP=UI . (27) 

§12.8.  Закон  Ома для  последовательной  цепи .  

Резонанс напряжений  

Вернемся к исследованию процессов, происходящих в LCR-контуре 
при подаче на него переменного напряжения U(t) = U0 cos ωt частоты ω 

(рис. 2). Какие напряжения возникнут при этом на его элементах? Единст-
венное условие, которому они должны удовлетворять, – это в сумме да-

вать U(t) в любой момент времени. Такими напряжениями, очевидно, мо-

гут быть гармонические напряжения той же частоты ω. Действительно, 

как мы видели в §12.5, сумма двух (и более) гармонических колебаний 

частоты ω есть тоже гармоническое колебание частоты ω. Однако при 

этом на различных участках контура, в принципе, возможно появление и 

других напряжений, накладывающихся на только что упомянутые и даю-

щих в сумме нуль в любой момент времени. Можно, тем не менее, пока-

зать, что в режиме установившихся колебаний этого не произойдет22. Ста-

ло быть, на всех элементах контура действительно установятся 

гармонические напряжения частоты ω. Эти напряжения согласно (10), (15) 

и (18) вызовут в цепи переменный ток той же частоты. Для его отыскания 

воспользуемся методом векторных диаграмм. 

В каждый момент времени полное напряжение U на контуре равно 

сумме UR, UL, UC. Все эти величины 

меняются по гармоническому закону, 

но сдвинуты друг относительно друга 

по фазе. Векторы, соответствующие 
этим колебаниям, будут поэтому по-

вернуты тоже друг относительно друга 

на некоторые углы. Для нахождения их 

взаимной ориентации используем то 

обстоятельство, что ток (поскольку 

цепь последовательная) в любом уча-

                                                        
22 В самом деле, дополнительные напряжения должны соответствовать, очевидно, урав-

нению (4), но только с нулевой правой частью (ибо в сумме они дают нуль). Это – уравнение 
(36л19), решение которого (40л19) есть свободное затухающее колебание. Со временем оно 
затухнет и останется только чисто вынужденное гармоническое колебание частоты ω. По-
скольку функция (40л19) содержит две произвольные постоянные, ее сумма с чисто вынуж-
денным колебанием является общим решением уравнения (4). А это и означает, что никаких 
других напряжений на элементах контура возникнуть не может.  

 
 

Рис. 9 
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стке цепи один и тот же (в каждый момент времени), а напряжения на ка-

ждом ее элементе жестко связаны с общим током диаграммами рис. 8. 

Итак, направляя вектор тока горизонтально, нетрудно построить диаграм-

му, приведенную на рис. 9. Напряжение UR – в фазе с током, UL – опере-
жает его, а UC – отстает на π/2 (в единицах ωt). Сложив векторно UL, UC и 

UR, для амплитуды полного напряжения получим 

 .
22

00 )
ω
1(ω
C

LRIU −+=  (28) 

Очевидно, это напряжение опережает ток на угол 0ϕ  такой, что 

 ,ω
1ω

0 R
C

L
tg

−
=ϕ  (29)

 

т. е. если 

 ,cosω0 tUU =  

то 

 .)cos(ω 00 ϕ−= tII  (30)
 

Соотношение (28) называют законом Ома для последовательной цепи 

переменного тока. Из него явствует, что амплитуда тока в контуре оказы-

вается пропорциональной амплитуде приложенного напряжения, причем 

сопротивление цепи 

  
C

L+RZ=
22

)
ω
1(ω −  (31)

 

зависит, помимо ее параметров, от частоты внешнего воздействия. Если 

фиксировать U0 и варьировать ω, то за-

висимость I0(ω)будет иметь ярко выра-

женный максимум, соответствующий 

минимальному значению Z (рис. 10). 

Это значение, очевидно, определяется 

условием 0
ω
1ω =−
C

L , или 

0ω
1ω ==
LC

, (32) 

где ω0 – собственная частота контура. 

Явление резкого возрастания амплиту-
 

Рис.10 
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ды вынужденных колебаний системы при приближении частоты внеш-

него воздействия к ее собственной частоте называется резонансом. 

Из (28) максимальное (резонансное) значение амплитуды тока 

 
R

U
=I max

0
0  (33) 

растет с уменьшением активного сопротивления R. При R → 0 I0max → ∞. 

Физически это совершенно понятно, ибо потерь в контуре нет и вся подво-

димая энергия остается в системе, приводя к неограниченному росту ам-

плитуды ее колебаний. 

График ϕ0(ω) для двух значений R, построенный по (29), приведен на 

рис. 11. При ω < ω0 ϕ0 < 0 и напря-

жение на контуре отстает от тока 

(сопротивление цепи, как говорят, 
носит емкостный характер); при 

ω > ω0 ϕ0 > 0 и напряжение, наобо-

рот, опережает ток (сопротивление 
имеет индуктивный характер). При 

ω = ω0 ϕ0 = 0, напряжение и ток – в 

фазе и контур представляет собой 

чисто активное сопротивление. 
Замечание 1. Наблюдаемый в 

последовательной цепи резонанс называется резонансом напряжений, а не 
токов, хотя при ω = ω0 резко возрастает именно ток. Объясняется это тем, 

что при совпадении частот напряжения UL и UC , колеблющиеся в проти-

вофазе, в сумме дают нуль в любой момент времени (см. рис. 9) и каждое 
из них может во много раз превысить внешнее напряжение. 
Замечание 2. Как уже отмечалось, при резонансе амплитуда тока 

I0 → ∞, если R → 0. Однако на первый взгляд неясно, почему такая ситуа-

ция нарушается при сколь угодно малом затухании. Ведь, казалось бы, ес-
ли затухание очень мало и потери за период меньше энергии, поступаю-

щей извне, амплитуда должна также неограни-

ченно возрастать. Чтобы понять, почему этого 

не происходит, достаточно сравнить выраже-

ния для теряемой мощности R=IPдж
2  и мощ-

ности UI=UIPэл =ϕcos , развиваемой внешними 

электрическими силами. Первая – квадратична 

по току, вторая – линейна. Очевидно, что, ка-

ким бы малым ни было сопротивление R, кри-

вые )(IPдж  и )(IPэл  обязательно пересекутся 

 

Рис. 11 

 

Рис. 12 
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(рис. 12). Точка их пересечения и определит установившуюся амплитуду 

Iуст колебаний тока в контуре. 

§12.9.  Решение уравнения  вынужденных  колебаний  

Результаты, полученные в предыдущем параграфе, могут быть без тру-

да перенесены на случай механической колебательной системы. Надо 

только учесть, что ток в контуре эквивалентен скорости v груза в системе 
рис. 1, и, стало быть, все сказанное о токе напрямую относится к скорости. 

Поскольку, далее, исходные уравнения (4) и (2) написаны, соответственно, 

для заряда и смещения, найденные зависимости )(tI  и )(tv  не являются 

решениями этих уравнений. 

Однако, зная зависимость производной гармонической функции от 
времени, легко, конечно, найти и саму функцию. Для заряда, в частности, 

если 

 )cos(ω)()( 0
0 ϕ−t

Z

U
=t=Itq� , 

где Z и 0ϕ  определяются формулами (31) и (29), то, очевидно, 

 )sin(ω
ω

)( 0
0 ϕ−t
Z

U
=tq

23
. (34) 

Делая в выражениях (34), (31) и (29) замену электрических параметров на 

механические (см.(31л19), (32л19) и (39л19)), преобразующую уравнение 
(4) в уравнение (2), для решения последнего получим 

 )sin(ω)( 0ϕ−t=Atx , (35) 

где 

 
22

0

)
ω

(ωω km+h

F
A=

−

, (36) 

 
h

km
=tg ω
ω

0

−
ϕ 24

. (37) 

                                                        
23 Постоянную интегрирования здесь мы сразу полагаем равной нулю, ибо она соответст-

вует постоянному заряду конденсатора, т. е. постоянному напряжению, отсутствующему в 
правой части уравнения (4). 

24 Отметим еще раз, что полученное решение является частным (не охватывающим всех 
возможных решений исходного уравнения) и соответствует установившимся вынужденным 
колебаниям. Общее решение уравнения (2) или (4) содержит в качестве слагаемого еще зату-
хающее колебание (40л19), могущее представлять интерес лишь в течение времени установ-
ления колебаний. 
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Ход кривой (ωωA ) (рис. 13), по-

строенной по (36), несколько отличает-
ся от поведения зависимости I0(ω), 

представленной на рис. 10. Во-первых, 

при 
k

F
A 00ω →→  и остается конеч-

ной. Инертные свойства системы ока-

зываются несущественными, и смеще-
ние в любой момент времени 

представляет собой статическую де-
формацию пружины. Во-вторых, резо-

нансное значение maxA  амплитуды ко-

лебаний достигается на частоте езрω , несколько меньшей собственной. Это 

связано с присутствием множителя ω в знаменателе (36). В небольшой ок-

рестности 0ω  выражение под радикалом остается почти постоянным, и 

уменьшение ω приводит к некоторому возрастанию амплитуды. Исследуя 

(36) на экстремум, нетрудно найти резω  и maxA . Однако при малом зату-

хании ( )0ωδ<<  частоты езрω  и 0ω  оказываются близкими, а резонансная 

амплитуда 

 
0

0
0 ω
)(ω

h

F
AAmax =≅ . (38) 

 

Контрольные вопросы и задания 

 

1. Какие колебания называются вынужденными? 

2. Получить уравнение вынужденных колебаний для простейших ме-
ханической и электрической колебательных систем. 

3. Что называется векторной диаграммой? 

4. Доказать, что сумма двух гармонических колебаний одной частоты 

есть тоже гармоническое колебание той же частоты. Найти его амплитуду 

и начальную фазу. 

5. Что называется током, текущим через конденсатор, включенный в 

цепь переменного тока? 

6. Найти токи (как функции времени), текущие через R, L и С при 

подключении каждого из этих элементов к источнику напряжения 

U(t)=U0cos ωt. Построить векторные диаграммы токов и напряжений (для 

всех трех случаев), соответствующие двум моментам времени: t1 = 0 и      

t2 = T/4. 

 
 

Рис. 13 



§12.9. Решение уравнения вынужденных колебаний 31 

 

7. Что называется сопротивлением цепи переменному току? Чему 

равны сопротивления резистора, индуктивности и емкости? Что такое ре-
активное сопротивление? 

8. Что называется мощностью в цепи переменного тока? Какими си-

лами она развивается? Получить выражение для этой мощности. 

9. Что такое действующее значение переменного тока или напряже-
ния? Чему оно равно для гармонического сигнала? 

10. Построить векторные диаграммы тока и напряжений для последо-

вательной LCR-цепи. Получить выражения для ее полного сопротивления 

и сдвига фаз 0ϕ  между током и напряжением. Ток отстает от напряжения 

или опережает его? 

11. Привести аналитическую зависимость I0(ω) для последовательной 

LCR-цепи. Изобразить ее графически для двух значений R. 

12. Построить график фазового сдвига )(0 ωϕ  для той же цепи и тоже 

для двух значений R. 

13. Что называется резонансом? Почему резонанс в последовательной 

цепи называется резонансом напряжений? 

14. Почему при сколь угодно малом затухании амплитуда вынужден-

ных колебаний при резонансе не стремится к бесконечности? 

15. Привести решение уравнения вынужденных колебаний. Изобра-

зить графически зависимость А(ω).Сравнить ее с зависимостью I0(ω). 
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Лекция 21 

Глава 13. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ 

СО МНОГИМИ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ. ВОЛНЫ 

§13.1.  Нормальные  колебания  

Помимо рассмотренных нами свободных и вынужденных колебаний 

систем (с одной степенью свободы) различают еще два типа колебаний – 

параметрические и автоколебания. В первом случае под внешним воздей-

ствием периодически меняется какой-либо параметр системы (например 

емкость контура), что при определенных условиях обеспечивает приток в 

нее энергии извне и, таким образом, поддерживает колебания. Во втором – 

источник, покрывающий утечку энергии при движении системы, составля-

ет обычно ее неотъемлемую часть и автоматически «включается» в нуж-

ные моменты времени происходящими в системе колебаниями (например 

анкерный механизм в часах, дважды за период подталкивающий их маят-
ник). 

Мы, однако, ограничимся лишь упоминанием об этих типах колебаний 

и перейдем к рассмотрению (да и то краткому) систем со многими степе-
нями свободы, интересуясь при этом только их собственными колебания-

ми. Начнем с систем, имеющих две степени свободы. Несколько их разно-

видностей изображены на рис. 1. 

 

            
 

Рис. 1 

 

Системы а) и б) – материальные точки на жестких невесомых стерж-

нях. Координатами здесь служат углы ϕ1 и ϕ2 отклонения маятников от 
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вертикали. Системы в) и г) – индуктивно и емкостно связанные контуры. В 

них координатами являются заряды q1 и q2 на выбранных обкладках кон-

денсаторов. Во всех случаях между подсистемами, образующими систему, 
имеется связь и колебания в одной из них зависят от колебаний в другой. 

Связь эта может быть выявлена, если написать уравнения движения маят-
ников рис. 1 а и б или уравнения колебаний заряда в цепях        рис. 1 в и г 
с учетом влияния одного контура на другой. При этом уравнения движения 

подсистем «зацепляются» и приходится анализировать уже систему диф-

ференциальных уравнений. Подобный анализ требует значительной мате-
матической подготовки, и мы приведем лишь его результат. 

Любая колебательная система с двумя степенями свободы, характери-

зуемыми координатами x1 и x2, имеет две собственные частоты ω1 и ω2, ко-

торые определяются только свойствами системы и не зависят от способа 

ее возбуждения. В общем случае координаты x1 и x2 меняются по закону 

 
),cos(ω)cos(ω(t)

),cos(ω)cos(ω(t)

222211112

2221111

ϕ++ϕ+=

ϕ++ϕ+=

tAktAkx

tAtAx
 (1) 

где амплитуды A1 и A2 и начальные фазы ϕ1 и ϕ2 задаются начальными ус-
ловиями, а константы k1 и k2 (могущие быть и отрицательными) – устрой-

ством системы. Величина k1 называется коэффициентом распределения 

амплитуд частоты ω1 по координатам, k2 означает то же для частоты 

ω2.Таким образом, при произвольных начальных условиях в колебаниях 

каждой координаты присутствуют две (собственные) частоты, которым со-

ответствуют различные амплитуды и фазы, зависящие от начальных усло-

вий. В то же время колебания какой-либо частоты, присутствующие в обе-
их координатах, всегда происходит с одной и той же начальной фазой25

, 

хотя и с разными амплитудами. Однако и амплитуды не совсем произ-
вольны: они связаны коэффициентами распределения k1 и k2. Таким обра-

зом, как бы мы ни возбуждали систему, движения ее координат «подоб-

ны»: и там, и там присутствуют гармонические колебания с одинаковыми 

частотами и начальными фазами, причем амплитуды, соответствующие 
этим частотам, пропорциональны друг другу. 

А можно ли возбудить систему так, чтобы, например, амплитуда A2 об-

ратилась в нуль? Да, можно. При этом обе координаты системы будут ко-

лебаться с одной и той же частотой ω1, т. е. двигаться по гармоническому 

закону. Такое движение называется нормальным колебанием, а соответст-
вующая ему частота, как мы уже знаем, – собственной. Подбирая другие 
начальные условия, можно добиться того, чтобы A1 = 0, и, таким образом, 

                                                        
25 Если k < 0, то правильнее сказать, что колебания происходят в противофазе. Однако 

иногда ради компактности и удобства изложения мы будем считать амплитуды алгебраиче-
скими величинами.  
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реализовать второе нормальное колебание с другой (собственной) частотой 

ω2. В общем случае как способы возбуждения системы для наблюдения 

нормальных колебаний, так и значения ее собственных частот находятся 

из решения соответствующей системы дифференциальных уравнений 

(движения). Однако в ряде ситуаций, особенно  для «симметричных» сис-
тем, они могут быть получены непосредственно из физических соображе-
ний. Например, для системы, изображенной на рис. 2, первое нормальное 
колебание (синфазное), очевидно, соответствует одинаковому начальному 

отклонению обоих маятни-

ков в одну сторону (рис. 2 а). 

Пружина при этом деформи-

роваться не будет, и первая 

собственная частота просто 

равна частоте колебаний од-

ного отдельно взятого маят-
ника. 

Второе нормальное коле-
бание возбуждается при рав-

ном противофазном начальном отклонении маятников (рис. 2 б). В этом 

случае средняя точка пружины остается неподвижной и каждая масса бу-

дет, очевидно, при малых углах совершать гармонические колебания уже 
более высокой частоты. При любых других начальных отклонениях (с ну-

левыми скоростями) в колебаниях каждого маятника в соответствии с (1) 

будут присутствовать обе частоты. Нельзя возбудить у одного из них толь-

ко частоту ω1, а у другого при этом – только ω2. 

Основные черты собственных колебаний системы с двумя степенями 

свободы присущи и системам со многими (n) степенями свободы. Такая 

система имеет n собственных частот26
, и в общем случае все они присутст-

вуют в колебаниях каждой ее координаты. Определенным подбором на-

чальных условий можно и здесь добиться такого движения системы, при 

котором все ее координаты колеблются по гармоническому закону с одной 

и той же (собственной) частотой. Это движение называется нормальным 

колебанием, причем их у системы всего n (столько же, сколько собствен-

ных частот). Колебания системы описываются выражениями, аналогич-

ными (1), однако мы не будем их выписывать, а ограничимся лишь уже 
отмеченными самыми общими свойствами этих колебаний. 

А как будет колебаться система с бесконечным числом степеней свобо-

ды (например натянутая струна)? Для ответа на этот вопрос рассмотрим 

сначала распространение колебаний в неограниченном пространстве, т. е. 
волновой процесс. 

                                                        
26 Возможны вырожденные случаи, когда некоторые из этих частот совпадают. 

  
Рис. 2 
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МЕХАНИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ  

Если заставить какую-либо точку среды совершать колебание, то бла-

годаря наличию связей этой точки с остальными, они тоже придут в дви-

жение. Каким оно будет? Чтобы найти его, нужно выделить какой-либо 

элемент среды, сместить его из положения равновесия (невозмущенного 

положения) и написать для него II закон Ньютона, предварительно сделав 

определенные разумные предположения о характере его связей с другими 

элементами. Такое рассмотрение (ввиду его громоздкости мы не будем его 

приводить, хотя оно вполне нам по силам) приводит к так называемому 

волновому уравнению – дифференциальному уравнению второго порядка в 

частных производных. Из него следует, что движение выделенной точки 

(источника) будет повторяться другими точками среды, причем с некото-

рым запаздыванием, пропорциональным их расстоянию до источника. В 

среде, как говорят, возникнет волна. 

Итак, расчеты показывают, а опыт подтверждает, что возмущение, со-

общенное какой-либо точке среды, «побежит» по ней с постоянной скоро-

стью27
. Возмущение, распространяющееся в пространстве с течением 

времени, мы будем называть волной (в широком смысле). 

§13.2.  Классификация  волн  

В зависимости от свойств и характера движения излучателя, а также 
параметров среды можно по-разному классифицировать возникающие в 

ней волны (например синусоидальные – несинусоидальные, затухающие – 

незатухающие и т. п.). Мы остановимся на двух наиболее общих критери-

ях, позволяющих произвести такую классификацию. 

1. По направлению движения частиц можно выделить два основных 

типа: 
а) поперечные волны, когда движение частиц среды происходит попе-

рек волны, т. е. перпендикулярно скорости ее распространения (например 

волна в струне); 
б) продольные волны, в которых частицы перемещаются вдоль волны, 

т. е. параллельно направлению ее движения (волна в столбе газа в трубе). 
Понятно, что поперечные волны могут существовать только в твердых 

телах, «сопротивляющихся» на сдвиг, в то время как для продольных волн 

таких ограничений нет: они возбуждаются в любых средах. 

Отмеченные два типа не охватывают всех возможных разновидностей 

волн. Хорошо известны и весьма распространены поверхностные волны. 

                                                        
27 Речь идет, конечно, об однородных и изотропных средах; в противном случае скорость 

окажется зависящей от направления и непостоянной. 
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Оказывается, что такие волны не являются ни продольными, ни попереч-

ными: частицы в них совершают более сложные движения, перемещаясь 

приблизительно по окружностям. Существуют, например, волны вздутия, 

возникающие в твердом стержне при ударе по его торцу, и т. п. 

2. По форме волновой поверхности (т. е. поверхности, все точки кото-

рой совершают одинаковые движения) мы будем различать три основных 

вида: 

а) плоские волны (излучаемые бесконечной плоскостью); 

б) цилиндрические (возбуждаемые бесконечной нитью меняющегося 

диаметра); 

в) сферические (создаваемые пульсирующей сферой). 

Первые два вида являются идеализацией и могут существовать лишь в 

непосредственной близости от источника, на расстояниях, много меньших 

его «бесконечного» размера. Аналогом двух последних в случае поверхно-

стных волн являются круговые волны. 

§13.3.  Волновая  функция  

Ограничиваясь рассмотрением только одномерных продольных и попе-
речных волн, отклонение частицы от положения равновесия можно опи-

сать лишь одной координатой y, которую будем отсчитывать вдоль на-

правления распространения для продольной волны и перпендикулярно ему 

для волны поперечной. Если x – координата невозмущенного положения 

частицы, то, очевидно, y будет функцией двух переменных x и t: это – 

смещение частицы из положения равновесия x в момент времени t
28

. Тогда 

выражение для неискажающейся волны, бегущей вдоль положительного 

направления оси x, будет иметь вид 

 ),()(
c
x

tftxy −=,  (2) 

где f – произвольная непрерывная функция, а c > 0 – некая константа. Вол-

новой характер движения здесь заключен в комбинации аргументов .
c
xt −  

Действительно, если f – неискажающаяся волна, то она должна переме-
щаться вдоль x с некоторой скоростью. Это значит, что, двигаясь с этой же 
скоростью вместе с волной, мы будем все время видеть перед собой посто-

янное значение функции f. Но из произвольности f следует постоянство ее 
аргумента. Стало быть, если, перемещаясь, мы видим 

                                                        
28 «Одномерность» волны означает, что как положения равновесия частиц среды, так и 

смещения их из этого положения зависят лишь от одной пространственной координаты х. 
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 ,const
c

x
t =−  (3) 

то мы движемся со скоростью волны. Дифференцируя (3) по времени, по-

лучим 

 ,01 =−
c

x�
 (4) 

откуда 

 ,cx =�  (5) 

т. е. константа c есть не что иное, как скорость распространения волны. 

Следует иметь в виду, что эта скорость не имеет ничего общего со скоро-

стями частиц среды. Каждая частица отклоняется от положения равнове-
сия, останавливается и обычно снова возвращается в него, в то время как 

волна, т. е. некая форма, бежит со скоростью c, переходя с одних частиц 

на другие. 
Наибольший интерес представляют гармонические волны, для которых 

функция f – синус или косинус. Такая волна имеет вид 

 ),cos(ω])(cos[),( 00 ϕ+−=ϕ+−ω= kxtA
c
xtAtxy  (6) 

где 0иω, ϕA  – соответственно амплитуда, частота и начальная фаза вол-

ны, а постоянная 

 
c

k
ω=  (7) 

называется волновым числом. 

Наименьшее расстояние между двумя точками, колеблющимися в 

фазе (т. е. синфазно), называется длиной волны λ. Очевидно, набег фазы 

между этими точками должен составлять 2π в любой момент времени. Это 

значит, что расстояние межу ними, т. е. λ, удовлетворяет соотношению 

 π,2=λk  (8) 

откуда 

 
λ

= 2πk . (9) 

Коэффициент k при x играет в аргументе косинуса такую же роль, что и 

ω при t: это – некая «пространственная» частота. Обратная ей величина, 
умноженная на 2π, представляет собой «пространственный» период, т. е. в 

соответствии с (9) длину волны. Сравнивая (7) с (9), можно получить связь 

между длиной волны λ, частотой ω (или периодом 
ω
2π=T ) и скоростью ее 
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распространения c: 

 ,cT=λ  (10) 

т. е. за время, равное периоду T, волна, двигаясь со скоростью c, проходит 
путь λ. 

Если зафиксировать время, т. е. сделать как бы мгновенную фотогра-

фию волны, то мы увидим синусоиду смещений частиц, растянутую по 

пространственной координате (см. рис. 3, где специально изображен толь-

ко один период такой сину-

соиды). Для случая попереч-

ной волны в струне – это про-

сто ее профиль в какой-то 

момент времени. Изгиб бежит 
вправо со скоростью c. Через 
время ∆t профиль струны бу-

дет изображаться пунктирной 

кривой. За это время ее час-
тицы сместятся в поперечном направлении на некоторые (разные) рас-
стояния, в зависимости от фазы их колебаний. Для четырех частиц с коор-

динатами 4321 и xxxx ,,  их смещения ∆yi изображены на  рис. 3. 

Зная закон колебания каждой точки x, можно найти зависимость от 
времени ее скорости. Для этого нужно продифференцировать (6) по t (счи-

тая x постоянной, т. е. относя дифференцирование к какой-то определен-

ной частице, положение равновесия которой имеет координату x). В итоге 
получим волну скорости 

 ),sin(ωω),( 0ϕ+−−= kxtAtxy�  (11) 

распространяющуюся вдоль x c той же скоростью c. 

§13.4.  Скорость распространения  волн  

Скорость волны получается (как и само ее существование) из диффе-
ренциального уравнения движения частиц среды. Она определяется свой-

ствами среды, причем свойства эти могут быть весьма разнообразными. В 

частности, они могут быть таковыми, что скорость оказывается зависящей, 

помимо характеристик среды, от частоты волны (т. е. частоты движения 

излучателя). Зависимость скорости распространения волны от ее час-

тоты называется дисперсией, а срéды, в которых наблюдается такая за-

висимость, – диспергирующими. Однако упругие волны, рассмотрением 

которых мы ограничимся, дисперсией не обладают. 
Иногда величину скорости c удается получить, не прибегая к волновому 

 
Рис. 3 
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уравнению, а используя какие-нибудь вспомогательные соображения. Рас-
смотрим, например, поперечную волну в натянутой струне (рис. 4 а), бе-

гущую вправо со скоростью c. Перейдем в новую инерциальную систему 

координат, движущуюся вместе с волной со скоростью c. В этой системе 
волна окажется неподвижной, а вся струна – бегущей мимо нас влево со 

скоростью c−  (рис. 4 б). Если мысленно заключить вершину какого-либо 

«горбика» в небольшую изогнутую трубочку так, чтобы струна не касалась 

ее стенок, то частицы струны будут «протягиваться» сквозь эту трубочку 

под действием только сил ее натяжения. При этом каждый участок, нахо-

дящийся в трубочке, будет двигаться приблизительно по дуге окружности 

некоторого радиуса R (рис. 5) со скоростью c. В случае малых отклонений 

при изгибе струны ее удлинением вполне допустимо пренебречь и считать 

натяжение T постоянным вдоль всей струны. Тогда для малого ее участка 

массы ∆m можно написать 

 sinα2
2

T
R
mc =∆

. (12) 

Выбирая угол α настолько малым, что 

α,αsin ≈  получим 

 α,2
α2 2

T
R

Rc
=

ξ
 (13) 

где 
l
m

∆
∆=ξ  – погонная плотность (т. е. 

масса единицы длины) струны. Отсюда 

 .
ξ

= Tc  (14) 

Приведем без вывода еще выражения для скоростей продольных волн в 

твердом стержне29
твc  и газе гc : 

 ,
ρ

= Ecтв  (15) 

                                                        
29 Строго говоря, это будут волны вздутия. 

 

 
 

Рис. 5 

с 
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0

γ
ρ

γ
m

Tkp
c k
г == . (16) 

Здесь E – модуль Юнга, ρ – объемная плотность, 
vc

cp
=γ  – показатель 

адиабаты, p – давление в газе, k – постоянная Больцмана, Tk – абсолютная 

температура, m0 – масса молекулы. Во всех случаях скорость растет с уве-
личением связи между частицами среды (т. е. T, E и p) и уменьшением ее 
плотности. Ни в одну из формул (14) – (16) частота не вошла, т. е. рас-
смотренные типы волн дисперсией действительно не обладают. 

А вот поверхностные волны (не упругие), которые делятся на капил-

лярные и волны тяжести, имеют дисперсию, причем она оказывается раз-
личной у обеих этих разновидностей. Однако это более сложные случаи, 

выходящие за рамки нашего рассмотрения. 

§13.5.  Энергия  волны 

Совершенно очевидно, что колеблющиеся частицы среды, по которой 

распространяется волна, обладают определенной энергией. Поскольку час-
тицы эти в среднем (по времени) перемещений не совершают, а колеблют-
ся около положений равновесия, возникает вопрос, движется ли запасен-

ная ими энергия (например вместе с волной или как-нибудь еще) или же 
остается в целом неподвижной и любая порция ее оказывается «привязан-

ной» к соответствующей частице среды? 

Для ответа на этот вопрос нужно выделить какой-либо элемент среды 

массой dm и проследить, как меняются его кинетическая и потенциальная 

энергии в процессе его колебаний. Очевидно, кинетическая энергия dW, 

пропорциональная квадрату скорости y�  элемента, с учетом (11) будет ме-

няться по закону 

 )(ωsinω
2

ρ
2

),(
),( 0

222
2

ϕ+−== kxtA
Sdxtxydm

txdW
�

 (17) 

(ρ – плотность среды, S – площадь перпендикулярного скорости волны се-
чения, а dx – длина рассматриваемого элемента среды), т. е. представляет 
собой тоже волну. Фиксированное (всегда положительное!) значение dW 

«бежит» вдоль x со скоростью c, переходя с одних частиц на другие. Рас-
сматривая возникающие деформации выделенного элемента, можно пока-

зать (ввиду громоздкости мы опускаем эти выкладки), что его потенциаль-

ная  энергия  dU  в упругой  волне  тоже распространяется  вдоль x, 

причем в точном соответствии с формулой (17). Таким образом,  dW  и  dU 

 меняются синхронно с течением времени в любой точке пространства и 
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полная энергия dUdWdE +=  перетекает от точки к точке в виде волны со 

скоростью c. 

Выберем какое-либо сечение х0 и найдем энергию, протекшую через 
это сечение в единицу времени. Очевидно, за время dt это сечение пересе-
чет отрезок волны длиной cdtdx = , на долю которого приходится энергия 

 ),(ωsinωρ),( 00
222

0 ϕ+−= kxtScdtAtxdE  

а за единицу времени через выбранное сечение перетечет энергия 

 .)(ωsinωρ
),(

00
2220 ϕ+−= kxtcSA

dt

txdE
 (18) 

Среднее значение этой величины за период определяется средним зна-

чением  )(ωsin 00
2 ϕ+− kxt , которое, как известно, при любых 0x и 0ϕ  рав-

но 
2

1
. Стало быть, средняя энергия, пересекающая 0x  в единицу времени 

 .ωωρ
2
1 2222 ScAcSA

dt

dEcр
~=  (19)

 

Физически течение энергии можно понять, если рассмотреть, напри-

мер, какое-либо сечение 0x  струны, несущей волну (рис. 6). За время t∆  

точка M переместится на y∆ , и 

сила натяжения T, действую-

щая со стороны левой части 

струны на правую, совершит 
положительную работу. Легко 

проверить, что это останется 

справедливым для любой фазы 

колебаний точки M. Таким об-

разом, каждый участок струны 

непрерывно совершает работу над находящимся правее и, стало быть, сле-
ва направо должна течь энергия. 

Из соотношения (19) следует, что в среде без затухания амплитуда ос-
тается постоянной только у плоской волны. У сферической и цилиндриче-
ской она должна уменьшаться при удалении от источника. Действительно, 

чем дальше волна уходит от источника, тем больше материальных точек 

вовлекается в волновой процесс. Энергия волны распределяется между 

ними, и ее амплитуда падает. Поскольку энергия, переносимая волной че-
рез любую окружающую источник замкнутую поверхность должна оста-

ваться постоянной (ибо она нигде не накапливается и не теряется), то, вы-

бирая в качестве такой поверхности концентрическую сферу или 

 
 

Рис. 6 
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коаксиальную круговую цилиндрическую поверхность, можно в соответст-
вии с (19) написать 

 ,2 constSA =  (20) 

где S – площадь сферы или боковой поверхности цилиндра. Отсюда полу-

чаем закон убывания амплитуд соответственно сферической и цилиндри-

ческой волн: 

 ,
1
r

Aсф ~  (21) 

 ,
1

r
Aцил ~  (22) 

 где r – (радиальное) расстояние до источника. Поскольку и плоские, и 

цилиндрические виды волн являются идеализацией, на больших расстояниях 

от источника волна всегда близка к сферической (распространяющейся в 

некотором телесном угле), для которой скорость (21) спадания амплитуды с 
радиусом максимальна. Однако даже такое уменьшение амплитуды является 
существенно более медленным, чем спадание с расстоянием статических полей 

(например электростатического или гравитационного), меняющихся, как 

известно, обратно пропорционально квадрату радиуса. 

§13.6.  Стоячие  волны 

При малых амплитудах (а только такие мы и рассматриваем), когда 

возникающие деформации среды подчиняются закону Гука, для волн ока-

зывается справедливым принцип суперпозиции: волны накладываются 

друг на друга, не искажаясь. При этом смещение любой точки среды равно 

векторной сумме смещений, вызванных каждой отдельно взятой волной. 

Такой вывод следует из анализа волнового уравнения и целиком подтвер-

ждается экспериментом. 

Рассмотрим две плоские волны с одинаковыми амплитудами и часто-

тами, бегущие навстречу друг другу. Их наложение вызывает картину, на-

зываемую стоячей волной. Смещение точек в стоячей волне можно полу-

чить, сложив волновые функции для прямой и обратной волн (начальные 
фазы полагаем равными нулю): 

 .txAtkxAkxtAkxtAtxy )cosω(cosωcos2)cos(ω)cos(ω),( ′==++−=  (23) 

В (23) переменные разделились, т. е. из суммы функций двух аргумен-

тов получилось произведение двух функций, в каждой из которых по од-

ному аргументу. В стоячей волне (23) частицы колеблются существенно 
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иначе по сравнению с бегущей. Все точки, возмущенные ей, движутся син-

хронно по закону tωcos . Однако амплитуды колебаний )(xA′  частиц зави-

сят от их положений: 

 .kxAxA cos2)( =′  (24) 

В точках, где 0cos =kx , т. е. π,...
2
5π,

2
3

,
2
π ±±±=kx , или для которых 

 …,
4
5,

4
3,

4
λ±λ±λ±=x , (25) 

,0=′A  т. е. эти точки всегда остаются неподвижными (рис. 7). Они назы-

ваются узлами. Существуют, наоборот, точки, для которых амплитуда ко-

лебаний максимальна и равна 2A. Эти точки называются пучностями. 

Очевидно, что им соответствуют ко-

ординаты 

 .…,
2
3,,

2
,0 λ±λ±λ±=x  (26) 

Таким образом, в пределах полу-

волны, от узла до узла, все точки ко-

леблются в фазе, но с разными ам-

плитудами. Между соседней парой 

узлов фаза колебаний меняется на 

противоположную ( )(xA′ меняет знак), затем, если идти вдоль x, снова сдви-

гается на π и т. д. На рис. 7 сплошной кривой изображена функция )(xA′ . 

Очевидно, она соответствует отклонениям частиц в моменты времени 

…,2,,0 TTt = , когда tωcos  в (23) равен единице. Через полпериода tωcos  

сменит знак и кривая )(xA′ перейдет в зависимость )(xA′− : все частицы 

максимально отклонятся в противоположные стороны и т. д. Пунктиром 

изображена кривая смещений частиц в момент t, немного превышающий 

четверть периода. В моменты …,,,
4

5

4

3

4

1 TTTt =  0ωcos =t  и функция 

0)( ≡xy , т. е. все точки проходят через положения равновесия. 

Наличие узлов, т. е. неподвижных точек, в стоячей волне делает невоз-
можным течение вдоль нее энергии. Рассматривая в качестве примера ко-

лебания частичек струны с возбужденной в ней стоячей волной, нетрудно 

убедиться (предоставляем это сделать читателю), что энергия все же пере-
мещается, однако только в пределах полуволны между узлами. Дважды за 

период она группируется ближе к пучности и дважды расходится к узлам. 

Однако колебания участков струны между узлами остаются независимыми 

 
 

Рис. 7 
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друг от друга; можно выбрать два любых узла, закрепить их и удалить все, 
что находится за их пределами: кусок струны между узлами этого «не по-

чувствует», он будет колебаться сам по себе. 
Таким образом, если взять отрезок струны с закрепленными концами, 

то в нем могут существовать стоячие волны определенных длин, таких, 

чтобы на всем отрезке укладывалось целое число полуволн (рис. 8): 

,
2

,
2
3,

2
2,

2
λ=λλλ= nl …  (27) 

где n = 1, 2, 3, ..., а l – длина струны. От-
сюда определяются частоты колебаний, 

могущих образовывать в рассматриваемой 

системе стоячие волны: 

 n
l

cc
T nn

n 2
1ν =

λ
== . (28)

 

Из сказанного явствует, что стоячие волны в струне представляют со-

бой не что иное, как ее нормальные колебания, а частоты nν  – ее собст-

венные частоты. Действительно, все точки системы движутся при этом по 

гармоническому закону (23) с одной и той же частотой nν  в фазе или про-

тивофазе друг с другом, причем соотношение между их амплитудами, да-

ваемое выражением (24), оказывается вполне определенным и не завися-

щим от условий возбуждения. По принципу суперпозиции стоячие волны, 

длины которых удовлетворяют соотношению (27), могут существовать в 

струне одновременно (а не удовлетворяющие ему, очевидно, не могут воз-
буждаться вообще, ибо не дают нуль смещения на концах струны в любой 

момент времени), так что сумма колебаний с частотами (28) описывает 
движение системы в общем случае. Наименьшая из собственных частот и 

соответствующее ей колебание называются основными, остальные – выс-
шими. 

Собственные частоты системы и распределение в ней амплитуд опре-
деляются ее свойствами, в том числе 
и условиями на концах. Если конец 

струны закрепить не жестко, а позво-

лить ему, например, скользить без 
трения вдоль перпендикулярного же-
сткого стержня, обеспечивающего на-

тяжение струны (рис. 9), то на этом 

конце (который мы условимся назы-

вать свободным) будет не узел, а пуч-

 
Рис. 8 

 
 

Рис. 9 
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ность смещения. Действительно, стержень будет действовать на скользя-

щий по нему конец струны все время горизонтально. Но именно в пучно-

сти (и только там) сила натяжения струны при ее колебаниях остается все 
время горизонтальной. Значит, если разрезать колеблющуюся струну в 

пучности и одну половину отбросить, а конец другой «закрепить», как ука-

зано на рис. 9, то оставшаяся половина не «заметит» этого: со стороны 

стержня на нее в любой момент будет действовать такая же сила, как и со 

стороны отброшенной части. 

Изменение условий на одном из концов струны скажется, конечно, и на 

ее собственных частотах. Возможные типы стоячих волн в этом случае 
изображены на рис. 10. Их длины должны, очевидно, удовлетворять соот-
ношению 

 ,
4

)12(,
4

5,
4

3,
4

λ−=λλλ= nl …  (29) 

где n = 1, 2, 3, …, а частоты 

 )12(
4

ν −= n
l

c
n . (30) 

Основная частота уменьшилась здесь в два раза по сравнению с предыду-

щей ситуацией. 

Можно реализовать и промежуточные варианты граничных условий, 

когда конец струны закреплен не жестко, но и не является свободным (на-

пример, «поджать» изображенный на 

рис. 9 шарик сверху и снизу надеты-

ми на стержень пружинками). Нор-

мальные колебания в этом случае бу-
дут иметь другой вид, а собственные 
частоты определяться более сложны-

ми формулами. Но по-прежнему их 

будет бесконечно много (ведь отрезок 

струны имеет бесконечное число сте-
пеней свободы). 

Описанные закономерности колебаний струны, ограниченной с двух 

сторон, носят, конечно, общий характер и могут быть без труда распро-

странены на случай произвольной одномерной колебательной системы с 
распределенными параметрами (например столба газа в трубе). 
 

 

Контрольные вопросы и задания 

 

1. Привести примеры механической и электрической колебательных 

 
Рис. 10 
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систем с двумя степенями свободы. 

2. Описать в общем случае движение колебательной системы с двумя 

степенями свободы. Что такое коэффициенты распределения амплитуд? 

3. Что такое нормальное колебание? Сколько их у системы с n степе-
нями свободы? 

4. Какие существуют основные типы волн, различающиеся по на-

правлению движения частиц и по форме волновой поверхности? 

5. Написать волновые функции для неизменяющихся одномерных 

волн, бегущих в положительном и отрицательном направлениях оси х. По-

казать, что каждая из них движется с постоянной скоростью в нужном на-

правлении. 

6. Написать волновую функцию для гармонической волны, бегущей в 

положительном направлении оси х. Что такое длина волны, волновое чис-
ло? Получить связь между длиной волны, ее частотой и скоростью. 

7. Вывести  формулу  для скорости  волны в струне. Что такое дис-
персия? 

8. Написать формулы для скоростей продольных волн в твердом 

стержне и газе. 
9. Получить выражение для энергии волны. 

10. Как меняются с расстоянием от источника амплитуды плоской, ци-

линдрической и сферической волн в среде без потерь? Почему? 

11. Что такое стоячая волна? Получить описывающую ее функцию. 

12. Чем различаются движения точек среды при возбуждении в ней бе-
гущей и стоячей волн? 

13. Изобразить профили струны с возбужденной стоячей волной для 

двух моментов времени, разделенных интервалом в полпериода. Что такое 
пучность, узел стоячей волны? 

14. Показать, что стоячие волны, например в струне, суть ее нормаль-

ные колебания. Что такое основная частота? Как называются остальные 
частоты? 

15. Получить формулы для собственных частот струны с закрепленны-

ми концами. 

16. То же для струн со «свободными» концами и с одним закреплен-

ным, а другим «свободным». 
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Лекция 22 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 

Рассматривая в предыдущей лекции механические волны, мы основное 
внимание уделили их свойствам, теоретически так и не показав саму воз-
можность их существования, а сославшись на нее как на опытный факт. 
Правда, мы указали путь, каким это может быть сделано, путь, не вызы-

вающий принципиальных трудностей и связанный лишь с некоторой гро-

моздкостью вычислений. 

Переходя к изучению электромагнитных волн, мы, напротив, именно 

этот вопрос, вопрос существования таких волн, будем считать централь-

ным и представляющим бесспорно наибольший физический интерес и по-

святим ему всю настоящую лекцию. 

§13.7.  Ток  смещения  

Процесс распространения электромагнитных возмущений в простран-

стве достаточно сложен и может быть удовлетворительно понят лишь с 
привлечением уравнений Максвелла. Понятно, что статические уравнения 

(10л17), являющиеся частным случаем полной электродинамической сис-
темы, для этих целей не подходят: они дают постоянные во времени поля, 
ничего общего с волновым процессом не имеющие. 

Впрочем, мы получили уже одно динамическое уравнение, когда в лек-

ции 18 вышли за рамки статики. Там был сформулирован закон индукции 

Фарадея (4л18), главное содержание которого состоит в обнаружении вих-

ревого электрического поля, вызванного изменением магнитного. Этот 
эффект «подправил» статическое уравнение Максвелла (7л10), согласно 

которому циркуляция электрического вектора по любому замкнутому кон-

туру равна нулю. Если этот контур пронизывает меняющееся магнитное 
поле, то циркуляция E30

 уже нулю не равна, а определяется скоростью из-
менения магнитного потока Φ  через него: 

(1) 

где вместо суммы написан интеграл (так мы будем делать и далее), а кру-

                                                        
30 Напомним, что под электрическим полем E, как мы условились в лекции 18, понимается 

суперпозиция кулоновского и вихревого полей. 

∫ −=

Γ

Φ ,
dt
ddlEl  
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жок обозначает, что контур Γ замкнут. Таким образом, для возбуждения 

электрического поля не обязательно иметь заряды; оно может быть созда-

но и переменным магнитным полем. 

Однако одного уравнения (1) еще недостаточно чтобы показать воз-
можность существования электромагнитных волн; нужно изменить еще 

одно из статических уравнений – тео-

рему о циркуляции. Ниже мы приве-
дем соображения, позволяющие по-

лучить необходимую динамическую 

поправку к этой теореме. 
Рассмотрим сферически симмет-

рично распределенный радиальный 

ток, вытекающий из какого-либо цен-

тра О (рис. 1). Например, в О можно 

поместить маленький радиоактивный 

шарик, испускающий равномерно по 

всем направлениям заряженные час-
тицы. Окружим точку О сферой произвольного радиуса r и центром в О и 

выберем на ней какой-либо замкнутый контур Γ, вырезающий на сфере 
участок поверхности площадью S∆ . Если j – плотность тока в точках 

сферы r, то, очевидно, выбранный контур будет пронизывать ток SjI ∆= . 

Применяя к нему теорему о циркуляции (8л17), получим 

(2) 

Но из соображений симметрии явствует, что касательная составляющая 

поля на поверхности сферы равна нулю31
 (ибо, если она отлична от нуля, 

то должна быть куда-то направлена, а у сферы такого выделенного на-

правления нет). Налицо явное «нарушение» теоремы о циркуляции (по-

скольку соображения симметрии безупречны), и мы должны вскрыть при-

чины этого нарушения. 

При более внимательном анализе нашей схемы мы начинаем понимать, 

в чем здесь дело. Ведь теорема о циркуляции применима только к посто-

янным токам, которые должны удовлетворять условию стационарности 

(1л14). Это условие требует, чтобы распределение зарядов было стацио-

нарным, т. е. не менялось ни в одной точке области, занятой током. Чтобы 

удовлетворить ему в нашем случае, необходимо к шарику в центр сферы 

подвести проводок, по которому в точку О втекало бы столько же заряда, 

сколько из нее вытекает. Тогда заряд шарика будет оставаться все время 
                                                        
31 Радиальная тоже равна нулю. 

 
 

Рис. 1 

.∫ =

Γ

∆SjdlBl 0µ  



§13.7. Ток смещения 49 

 

постоянным и уравнение (2) окажется справедливым, но это сразу же на-

рушит сферическую симметрию системы. Желая сохранить симметрию, 

мы должны убрать проводок, но тогда заряд q  тотчас же начнет убывать: 

этого требует закон сохранения заряда. Если полный ток, стекающий с 
шарика, равен 0I , то за время dt  с него уйдет заряд dtI0 ; на эту величи-

ну, очевидно, и уменьшится его заряд q , т. е. 

 ,-0 dqdtI =  (3) 

или 

  .0- I
dt

dq
=  (4) 

Итак, в нашем случае симметричной системы циркуляция B по контуру 

Γ равна нулю, хотя его пронизывает некоторый ток. Ток этот вызван убы-

лью заряда в центре сферы, т. е. порожден появлением производных элек-

трических величин по времени. Отсюда следует, что наличие этих произ-
водных, по-видимому, влечет за собой возникновение каких-то новых 

эффектов, накладывающихся на уже известное из статики возбуждение 
магнитного поля токами и для нашей схемы полностью компенсирующих 

его. Это значит, что к правой части (2) должен быть добавлен некий член, 

зависящий от производных электрических величин по времени и обра-

щающий ее в нуль: 

  (5) 

Выражая отсюда добавку A  и используя (4), получим 

 )(00
0

00 µµµ-µ-
S
Sq

dt
d

S
S

dt

dq
S

S

I
SjA ∆∆

∆∆ ====  (6) 

Но заряд q, находящийся в данный момент внутри сферы r, определяет 
поле Е на ее поверхности и, таким образом, может быть выражен через это 

поле, например, с помощью теоремы Гаусса: 

 .
0ε

=
q

ES  (7) 

Считая, что основным «действующим лицом» во всех электромагнит-
ных эффектах являются поля и интересуясь поэтому в первую очередь их 

взаимосвязью, выразим отсюда q  и подставим в (6). Тогда 

∫ =+µ=

Γ

∆ .00 ASjdlBl
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 ( ) ,µµ 0000 dt
dNSE

dt
dA ε=ε= ∆  (8) 

где SEN ∆= – поток вектора E через поверхность, ограниченную         

контуром Γ. 

С учетом поправки A  уравнение (2) примет вид 

  (9) 

где I – ток, пронизывающий контур Γ. Максвелл, впервые написавший 

это уравнение, предположил, что в такой форме оно справедливо в самом 

общем случае произвольных токов и полей. Последующие эксперименты 

полностью подтвердили правильность этой гениальной догадки. 

Согласно (9) магнитное поле может быть создано не только током ,I  

но и меняющимся электрическим полем E, причем величина 

 
dt
dNIсм 0ε=  (10) 

входит в правую часть (9) наравне с током I , т. е. рождает B точно так 

же, как и этот ток. С точки зрения возбуждения поля она вполне ему экви-

валентна, и поэтому Максвелл назвал ее током смещения, хотя ни с каким 

движением заряженных частиц этот ток не связан32. Продолжая эту анало-

гию, величину 

 
dt

d
см

E
j 0ε=  (11) 

следует назвать плотностью тока смещения, ибо поток этого вектора через 
произвольную поверхность S определяет полный ток смI  через нее: 

 см

S

n
n

S S

n IdSE
dt
ddS

dt

dE
dSj =ε=ε= ∫∫ ∫ 00  (12) 

(операции дифференцирования по времени и интегрирования по поверхно-

сти можно, очевидно, менять местами). С учетом определения (10) выра-

жение (9) может быть записано в наиболее компактной форме 

   (13) 

являющейся самым непосредственным обобщением теоремы о циркуляции 

                                                        
32 Это название вряд ли можно считать особенно удачным, однако оно общепринято. 

∫ ε+=ε+=

Γ

,µµµ )( 00000 dt
dN

I
dt
dN

IdlBl  

,)(0∫ +µ=

Γ

смl IIdlB  
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на общий случай переменных полей. 

Следует особо подчеркнуть, что хотя поправку А мы получили, рас-
сматривая меняющееся кулоновское поле, выражение для тока смещения 

(10) и, следовательно, уравнения (9) и (13), сохраняют свою силу и в слу-

чае вихревого электрического поля, порожденного изменением магнитно-

го33
. Именно это их общее свойство и позволяет, как отмечалось в лекции 

(18), несмотря на существенные различия этих полей объединить их под 

общим названием – электрическое. Таким образом, между полями Е и В 

наблюдается определенная симметрия и для магнитного поля оказывается 

справедливым закон, аналогичный закону электромагнитной индукции. 

Отсюда сразу видна принципиальная возможность существования ото-

рванных от зарядов и токов электрического и магнитного полей. Эти поля 

должны быть обязательно переменными, ибо появление одного из них обу-

словлено изменением во времени другого. Покажем, что такая возмож-

ность действительно реализуема. 

§13.8.  Поля ,  «оторвавшиеся» от  источников  

Рассмотрим простейшую (для теоретического анализа) одномерную 

«излучающую» систему – бесконечную по y- и z-направлениям проводя-

щую плоскость (рис. 2), в 

которой в момент времени  

t = 0 внезапно включается 

равномерно распределен-

ный по плоскости верти-

кальный ток линейной 

плотности 

 
z

I
i

∆
∆= , (14) 

где I∆  – ток, текущий по 

полосе ширины z∆ . Со-

вершенно понятно, что че-
рез некоторое время во всем 

пространстве34
 установится 

определенное статическое 
магнитное поле B, которое нетрудно найти, используя соображения сим-

метрии и теорему о циркуляции. Проводя соответствующие рассуждения 

                                                        
33 Это ниоткуда не следует, а подтверждается только экспериментом. 
34 Имеется в виду, как обычно, пространство, прилегающее к плоскости (ведь реальная 

плоскость всегда конечна). 

 
Рис. 2 
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для изображенного на рис. 2 контура Г (предоставляем  это сделать чита-

телю), легко получить, что 

 ,0== yx BB  (15) 

 ,
2

µ0iBBz =≡  (16) 

причем 0<zB  при 0>x  и 0>zB  при 0<x . 

Но как будет устанавливаться это поле, что произойдет в течение вре-
мени этого установления? Может быть, оно одновременно во всех точках 

пространства начнет возрастать от нуля до своего стационарного значения 

(16)? Или же поле достигнет его в близких точках раньше, а в более дале-
ких позже? Или процесс установления окажется каким-то иным? 

Ответы на эти вопросы – в уравнениях Максвелла. Выпишем всю сис-
тему (для полей в вакууме): 

 










−=

ε
=

∫

∫

Γ

Φ (II),

(I),

(A) 0

dt
ddlE

q
dSE

l

S

n

 




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


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=

∫

∫

(VI)µ

(III),0

(B)
)( 00

Γ

.
dt
dNIdlB

dSB

l

S

n

 (17) 

В статике она распадается на две независимые подсистемы (А) и (В), в 

общем же случае уравнения «зацепляются». Решить ее даже для нашей 

одномерной задачи – дело трудное. Но решение можно угадать. Поэтому 

мы приведем его и проверим, удовлетворяет ли оно всюду в любой мо-

мент времени системе (17). Если да, то решение верно и единственно, ес-
ли нет – надо пробовать другое35

. 

Итак, приводим искомое ре-
шение: поле В, даваемое выраже-
ниями (15) и (16), в момент вклю-

чения тока 0=t  возникает в 

непосредственной близости у 

плоскости и далее перемещается в 

± х-направлениях с постоянной 

скоростью с. В тот же момент 
0=t  вблизи плоскости появляется и электрическое однородное поле Е, 

направленное вдоль y− , которое тоже удаляется от плоскости со скоро-

стью с. Фронты полей Е и В совпадают. Таким образом, процесс установ-

                                                        
35 В полных курсах электродинамики показывается, что для системы (17) справедлива 

следующая теорема единственности: если распределения зарядов и токов заданы как функции 
координат и времени, то решение уравнений (17) существует и единственно (при выполнении 
еще некоторых дополнительных ограничений на поля, вытекающих из здравого смысла). 

 
 

Рис. 3 
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ления нового стационарного состояния (соответствующего току i) носит 
волновой характер: возмущение (появление полей) распространяется в 

пространстве с некоторой скоростью с (рис. 3). 

Чтобы показать, что такое решение удовлетворяет уравнениям Мак-

свелла, напишем сначала их для пустого пространства, где нет ни зарядов, 

ни токов: 

 


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
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=

′

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l
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 (18) 

Первое и четвертое уравнения упростились, система стала симметрич-

ной. Теперь мы должны перебрать всевозможные замкнутые поверхности 

и контуры и проверить, выполняются ли для них, если они не пересекают 
плоскость, уравнения (18), а если пересекают – (17) в любой момент вре-
мени. 

Прежде всего отметим, что уравнениям (I) и (III) системы (18) наши 

поля автоматически удовлетворяют. Действительно, эти уравнения озна-

чают, что линии векторов Е и В не имеют истоков, т. е. нигде ни начина-

ются, ни кончаются (ср. сказанное по этому поводу в лекциях 11 и 17). Но 

однородные поля как раз обладают таким свойством, так что остается 

удовлетворить только уравнениям (II) и (IV). 

Примем далее во внимание, что циркуляция вдоль контуров, не пересе-

кающих фронта волны (и проводящей плоскости), т. е. целиком лежащих 

либо вне полей, либо в однородных стационарных Е и В, очевидно, равна 

нулю36
, стало быть для них (II) и (IV) тоже выполняются. И наконец, не-

обходимо рассмотреть контуры, пересекающие либо фронт волны, либо 

проводящую плоскость, либо и то, и другое одновременно. Начнем с кри-

вых первого типа. 

Без ограничения общности, очевидно, достаточно провести рассмотре-
ние для правого полупространства. Изобразим сначала «вид спереди» кар-

тины, представленной на рис. 2, в какой-то момент времени (т. е. посмот-
рим на нее со стороны оси z, рис. 4). Слева от фронта волны – плоскости 

ctx = – однородные Е и В, справа – полей нет. Выберем произвольный 

замкнутый контур, пересекающий фронт, и найдем циркуляцию по нему 

вектора Е, т. е. попытаемся удовлетворить уравнению (II-18). Повторяя 

рассуждения, приведенные в лекции 17 при выводе теоремы о циркуляции 

                                                        
36 Равенство нулю циркуляции однородного поля следует, хотя бы, из доказанной в лек-

ции 10 потенциальности произвольного кулоновского поля, которое, в частности, может быть 
и однородным.  
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(§10.6), нетрудно показать, что циркуляция эта сводится к циркуляции по 

плоской кривой Г′, являющейся проекцией выбранного контура на плос-
кость xy, параллельную полю Е. Легко видеть также, что и поток вектора 

В через произвольный контур равен 

потоку через проекцию этого кон-

тура на ту же перпендикулярную В 

плоскость xy. Итак, обе части урав-

нения (II-18) не изменятся, если 

(для рассматриваемых однородных 

полей) перейти от любой замкнутой 

кривой к ее проекции на плоскость 

xy. 

Покажем теперь, что это урав-

нение допускает дальнейшее упро-

щение входящей в него теперь уже 
плоской петли Г′. Пусть l – расстояние между точками М и N, в которых 

эта петля пересекает фронт волны в момент времени t37. Тогда прямо-

угольник Г высоты l со сторонами, параллельными фронту (рис. 4), будет 
вполне эквивалентен кривой Г′. В самом деле, оба контура разбиваются 

точками M и N на две половины, причем левые лежат целиком38
 в области 

однородных полей, а правые – вне поля вообще. Стало быть, циркуляция 

по замкнутому контуру, образованному левыми половинами кривых Г и Г′ 
равна нулю и, значит, вклады этих половин в левую часть (II-18) (если ид-

ти в одном и том же направлении) одинаковы. Вклады же правых частей Г 

и Г′ просто равны нулю. Нетрудно видеть, что и для правой части (II-18) 

петли Г и Г′ эквивалентны: приращения потока Ф через них, вызванные 
перемещением фронта полей, оказываются одинаковыми (с точностью до 

бесконечно малых высших порядков) и равными 

 ,BlcdtBdSd −=−=Φ  (19) 

где dS – приращение площади контура, пронизываемой полем В, за время 

dt, а знак «минус» соответствует выбранному и отмеченному на рис. 4 

стрелками положительному направлению обхода контуров Г и Г′ против 

часовой стрелки (тогда знак изменения потока получается отрицательным, 

                                                        
37 Полученные ниже результаты легко обобщаются на случай нескольких пересечений 

контура Г′ c фронтом. Предоставляем это сделать читателю самостоятельно в качестве упраж-
нения. 

38 Особые точки М и N, где поле испытывает скачок, не помешают рассуждениям, ибо 
прилегающие к ним участки кривой и плоскости могут быть выбраны сколь угодно малыми и 
потому не дающими заметного вклада ни в циркуляцию, ни в поток. 

 
 

Рис. 4 
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ведь поле В направлено от нас). 
Таким образом, произвольный замкнутый контур мы свели к эквива-

лентному прямоугольнику Г, для которого проверить справедливость урав-

нения (II-18) уже не представляет трудностей: очевидно, 

 
lE dl El

Γ

=∫�  (20) 

и с учетом (19) оно примет вид 

 BlcEl = , (21) 

откуда 

 BcE = . (22) 

Значит, если плоская граница однородного поля В движется с пока про-

извольной скоростью с, то по закону 

электромагнитной индукции (II-18) 

рождается тоже однородное поле Е, 

величина которого определяется 

(22), причем закон этот выполняется 

для любого замкнутого контура.39 

Займемся теперь уравнением   

(IV-18). Для этого посмотрим на 

происходящее сверху (со стороны 

оси y) (рис. 5). В точности повторяя 

все приведенные выше рассуждения, 
можно, очевидно, и циркуляцию В по любому контуру свести к циркуля-

ции по прямоугольнику Г, для которого уравнение (IV-18) примет вид 

 ,µµ 0000 Ecl
dt
dSEBl ε=ε=  (23) 

откуда 

 .EcB 00µ ε=  (24) 

Это соотношение дает величину поля В, создаваемого током смещения, 
вызванным движением плоского фронта однородного поля Е со скоростью 

с. Однако скорость эта уже не произвольна, ибо само поле Е здесь взялось 

из закона индукции Фарадея. Поля Е и В должны удовлетворять сразу 

обоим рассмотренным уравнениям Максвелла, т. е. соотношениям (22) и 

(24) одновременно. Это значит, что устанавливается вполне определенная 

скорость распространения фронта, не зависящая от величин полей Е и В. 

                                                        
39 Поскольку уравнения (II-17) и (II-18) совпадают, проверять их для контуров, пересе-

кающих проводящую плоскость, нет смысла: она абсолютно ни на что не повлияет.  

Рис. 5 
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Действительно, умножив (22) на (24), получим 

 смc
8

7

9

00

103
104

1094

µ
1 ⋅=

⋅π

⋅⋅π=
ε

=
−

, (25) 

что совпадает со скоростью света в вакууме. 
Для полноты картины следует рас-

смотреть также контуры, пересекающие 
поверхностный ток, хотя уже и так по-

нятно, что поля Е и В могут распростра-

няться в пространстве, поддерживая друг 
друга (система (18) в вакууме найденны-

ми полями удовлетворяется). Сводя ана-

логично вышеизложенному и здесь цир-

куляцию вдоль произвольного контура к 

циркуляции по прямоугольнику, можно 

выделить три их вида (рис. 6). 

Используя Γ1, мы уже получили вы-

ражение (16), удовлетворяющее уравне-
нию (IV-17). Проверим, выполняется ли 

оно для Γ2
. Очевидно, левая его часть 

  (26) 

ибо сторон длины l поле еще не достигло. Правая же часть 

 ,2µµµ 00000 )( Elcil
dt
dNI ε−=ε+  (27) 

что с учетом (22), (16) и (25) тоже дает нуль. Предлагаем читателю само-

стоятельно убедиться в справедливости (IV-17) и для контура Γ3

40
. 

Итак, приведенное решение всюду 

удовлетворяет уравнениям Максвелла 

(17), а потому оно верно и единствен-

но. Но пока распространяющиеся поля 

остаются «привязанными» к излу-

чающей плоскости с током, ибо про-

стираются от границы ctx ±=  до этой 

плоскости. Однако теперь уже легко 

                                                        
40 Справедливость (17) для контуров Г2 и Г3 следует также из того обстоятельства, что лю-

бой из них можно представить составленным из Г1 и прямоугольников, рассмотренных в ос-
новном тексте, для каждого из которых выполняются уравнения (17). 

 
 

Рис. 6 

 
Рис. 7 

∫ =

Γ

,0dlBl  
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«оторвать» их от нее. Если через время τ после появления тока i включить 

встречный ток - i, т. е. просто выключить i, то по принципу суперпозиции 

(а он выполняется и для переменных полей – это следует все из тех же 
уравнений Максвелла) от него побежит волна «минус»-полей, которые  
наложатся на первоначальные и погасят их (рис. 7). Останется только слой 

толщины cτ; он оторвется от плоскости и полетит в обе стороны от нее со 

скоростью с. 

Оказывается, что полученные на рассмотренном частном примере 
свойства полей Е и В, являются общими, присущими любой электромаг-
нитной волне. Перечислим их. 

1. Величины Е и В всегда связаны соотношением (22) 

 BcE = . 

2. Скорость распространения любой волны дается формулой (25) 

 .
00µ

1

ε
=c  

3. Три вектора Е, В и с (порядок существен!) взаимно 

перпендикулярны и образуют правовинтовую тройку (рис. 8). 

Это значит, например, что если смотреть вдоль третьего (с), 

то поворот от первого (Е) ко второму (В) по кратчайшему пу-

ти должен происходить по часовой 

стрелке. 
Если поверхностный ток заставить 

течь по нашей плоскости по закону 

,cosω0 tii =  (28) 

то, аппроксимируя его ступенчатой 

функцией (рис. 9) и накладывая поля 
каждой такой «ступеньки», можно полу-

чить с любой заданной точностью гар-

моническую электромагнитную волну. 

Для нее справедливо четвертое общее 
свойство волн. 

4. Поля Е и В в любой (бегущей) 

волне колеблются синфазно, т. е. в фик-

сированной точке пространства одно-

временно достигают максимума прохо-

дят через нуль и т. д. На рис.10 

изображено мгновенное распределение в 

 
 

Рис. 9 

 

Рис. 10 

В 

с 

Е 

Рис. 8 
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пространстве векторов Е и В. Такой же вид будут иметь, очевидно, зави-

симости этих векторов от времени для произвольной точки пространства. 

 

Контрольные вопросы и задания 

 

1. Какие из статических уравнений Максвелла должны быть изменены 

(на динамические) для объяснения возможности существования электро-

магнитных волн? 

2. Показать, что для магнитного поля сферически симметричного тока, 

вытекающего из какого-либо центра, не выполняется теорема о циркуля-

ции. В чем причина этого нарушения? 

3. Привести соображения, приведшие Максвелла к необходимости 

введения тока смещения в одно из статических уравнений. В какое имен-

но? Написать выражение для тока смещения. 

4. Написать электродинамическую систему уравнений Максвелла. Чем 

она отличается от статической? 

5. Привести решение уравнений Максвелла для излучения бесконеч-

ной проводящей плоскости. 

6. Описать методику, использованную в настоящей лекции для опре-
деления электромагнитного поля бесконечной излучающей плоскости. 

7. Перечислить основные свойства любой электромагнитной волны. 



 

 

Оглавление 

 

Лекция 19...................................................................................................... 3 
ЧАСТЬ IV. КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ3 

Глава 12. КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ ... 3 
§12.1. Гармонические колебания............................................................ 4 
§12.2. Энергия гармонических колебаний............................................ 11 
§12.3. Затухающие колебания............................................................... 13 

Лекция 20.................................................................................................... 16 
ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ........................................ 16 

§12.4. Уравнение вынужденных гармонических колебаний................ 16 
§12.5. Метод векторных диаграмм ....................................................... 18 
§12.6. R, L, C-элементы в цепи переменного тока ............................... 20 
§12.7. Мощность в цепи переменного тока .......................................... 23 
§12.8. Закон Ома для последовательной цепи. Резонанс напряжений...... 26 
§12.9. Решение уравнения вынужденных колебаний ........................... 29 

Лекция 21.................................................................................................... 32 
Глава 13. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ СО МНОГИМИ 

СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ. ВОЛНЫ.................................................. 32 
§13.1. Нормальные колебания .............................................................. 32 

МЕХАНИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ ................................................ 35 
§13.2. Классификация волн .................................................................. 35 
§13.3. Волновая функция ...................................................................... 36 
§13.4. Скорость распространения волн ................................................ 38 
§13.5. Энергия волны............................................................................ 40 
§13.6. Стоячие волны............................................................................ 42 

Лекция 22.................................................................................................... 47 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ ...................................... 47 

§13.7. Ток смещения ............................................................................. 47 
§13.8. Поля, «оторвавшиеся» от источников........................................ 51 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Сергей Павлович КРЮКОВ 

 

 

ОБЩАЯ  ФИЗИКА 
 

Курс  л е кций  

Част ь  IV  

 

 

 
 

 

Художественный редактор И.Н.Коровин 
 

 
 

 

Подписано к печати __.__.05. 

Гарнитура Таймс. Тираж ___. 

 

Школа им.А.Н.Колмогорова 
Специализированного учебно-научного центра 

Московского Государственного университета им.М.В.Ломоносова 

121357 Москва, ул.Кременчугская, 11 
 

тел.449-3364 

e-mail: adm@aesc.msu.ru 


